Analise Combinatoria — AULA 1

H
Iz

L]
O = <k

Métodos Simples de Contagem

Tales Augusto de Almeida

1. Introducéo

A primeira ideia que surge no imaginario de qualquer estudante quando ele ouve
a palavra “contagem” seria exatamente o que essa palavra expressa: Ato de contar a
quantidade de algo.

Assim, a contagem na combinatéria seria 0 ato de contar a quantidade de
combinagBes que seguem determinado critério. E nesta aula estudaremos métodos
simples de contagem.

2. Primeiro contato

VVamos alguns exemplos iniciais:

Exemplo 1: Deve-se formar nimeros de dois algarismos, no qual o algarismo das
unidades e das dezenas sdo diferentes, utilizando apenas os digitos 1, 2 e 3.

(@) Liste todos os possiveis numeros. Quantos sdo eles?

Solucéo: E importante ter um procedimento sistematico para listar todos os possiveis
nameros, sem repeti-los. Para tal, devemos identificar as diferentes decisdes a serem
tomadas e examinar todas as possibilidades para cada uma delas. No caso deste problema,
uma forma natural para planejar a formacao do namero é:

« escolher o digito do algarismo das dezenas do nimero;
* a seguir, escolher o digito do algarismo das unidades do numero.



A primeira decisdo pode ser feita de 3 modos diferentes, ja que o algarismo das
dezenas pode ser qualquer um dos digitos disponiveis. Uma vez tomada esta decisdo, o
digito escolhido ndo pode mais ser usado para o circulo interno. Logo, se o digito
escolhido para ocupar a casa das dezenas for 0 1, entdo apenas os digitos 2 e 3 podem
ocupar a casa das unidades, por exemplo.

Assim, podemos listar todos 0s 6 nimeros possiveis:

— Digito 1 na casa das dezenas: 12 ¢ 13;
— Digito 2 na casa das dezenas: 21 e 23;
— Digito 3 na casa das dezenas: 31 e 32.

Note que independentemente do digito escolhido para ocupar a casa das dezenas
sempre ha duas maneiras de escolher um segundo digito para ocupar a casa das unidades.
Assim, o total numeros que procuramos € de 2 + 2 + 2 = 6;

Segue desse fato o que chamaremos de Principio Multiplicativo:

O algarismo das dezenas pode ser escolhido de 3 maneiras diferentes. Ja o
algarismo das unidades pode ser escolhido de 2 maneiras diferentes para qualquer que
seja o digito escolhido para ocupar a casa das dezenas. Portanto, o nimero total de
possibilidades é de 3 x 2 = 6;

Assim, podemos enunciar que:

Se uma primeira decisdo pode ser tomada de p modos e, qualquer que seja essa
escolha, uma segunda decisé@o pode ser tomada de g modos, entdo o nimero de maneiras
de se tomarem consecutivamente a primeira e a segunda decisdo € igual a p x q.

(b) Quantos nimeros podem ser formados no caso em que além dos digitos 1, 2 e 3
também estdo disponiveis os digitos 4 e 5?

Solucéo: Devemos tomar as mesmas decisdes do item anterior, porém, neste item temos
mais algarismos disponiveis. Para cada digito escolhido para estar na casa das dezenas ha
5 — 1 = 4 digitos que podem ocupar a casa das unidades. Desse modo, pelo principio
multiplicativo, ha 5 x 4 = 20 possibilidades.

Segue uma dica bem importante para os problemas de contagem:

Devemos, sempre que possivel, dividir as decisdes a serem tomadas em decisoes
mais simples, correspondentes as diversas etapas do processo de decisdo. Por exemplo,
formar um namero de dois algarismos foi dividido em decidir primeiro o digito do
algarismo das dezenas e depois em decidir o digito do algarismo das unidades.



Exemplo 2: Os bilhetes de uma rifa sdo numerados de 1000 a 9999. Marcelo comprou
todos os bilhetes nos quais o algarismo sete aparece exatamente trés vezes e 0 zero néo
aparece. Quantos bilhetes Marcelo comprou? (OBMEP 2005 — Nivel 1, Questdo 15)

Solucao: Os numeros nos bilhetes comprados por Marcelo sdo da forma 777X, 77X7,
7X77 ou X777, onde X representa algum dos oito algarismos 1, 2, 3, 4,5, 6, 8 € 9. Em
cada um desses casos, ha 8 possibilidades para os niUmeros dos bilhetes. Por exemplo, no
primeiro caso, temos 0s seguintes oito numeros: 7771, 7772, 7773, 7774, 7775, 7776,
7778 e 7779. Portanto, conforme o principio multiplicativo, 0 nimero de bilhetes
comprados por Marcelo é 4 x 8 = 32.

Vamos, agora, a mais uma dica que é importantissima:

Pequenas dificuldades adiadas costumam se transformar em imensas
dificuldades. Se uma das decisfes a serem tomadas for mais restrita que as demais, essa
¢ a decisdo que deve ser tomada em primeiro lugar.

Exemplo 3: Quantos sdo os nimeros de trés algarismos distintos em que o algarismo das
dezenas é menor que 5?

Solucao: Ha 5 modos de escolher o algarismo das dezenas. Note que comegamos pelo
algarismo das dezenas, que é 0 mais restrito; o algarismo das dezenas s6 pode ser 0, 1, 2,
3 ou 4. Mas note gue esta implicito no enunciado uma outra restricdo. Quando falamos
em namero de trés algarismos diferentes estamos afirmando que o zero ndo pode estar na
casa das centenas, uma vez que se ele estivesse entdo o numero formado ndo seria de trés
algarismos, mas sim de dois.

Perceba que se ndo tivermos usado o 0 na casa das dezenas, havera 8 modos de
escolher o algarismo das centenas, pois ndo poderemos usar nem o 0 e nem o algarismo
ja usado na casa das dezenas; se ja tivermos usado o 0, havera 9 modos de escolher o
algarismo das centenas, pois apenas 0 0 ndo podera ser usado.

Assim, apesar de termos procurado atacar inicialmente a escolha mais restrita,
chegamos a um impasse no uso do Principio Multiplicativo. Esse tipo de impasse é
comum na resolucdo de problemas e ha dois métodos para vencé-lo.

O primeiro método consiste em voltar atras e contar separadamente.

Desse modo, vamos contar separadamente a quantidade de possibilidades em que
0 0 n&o foi escolhido para ocupar a casa das dezenas e depois contar a quantidade de
possibilidades em que se escolhe o 0 para ocupar a casa das dezenas. No primeiro caso,
para cada um dos digitos escolhidos para a casa das dezenas, que pode ser o 1, 2, 3 ou 4,
havera 8 modos de se escolher o algarismo das centenas e 8 modos de escolher o Gltimo
algarismo, ja que o ultimo algarismo pode ser qualquer um dos 8 algarismos que ainda
ndo foram utilizados, tendo, assim, 4 x 8 x 8 = 256 possibilidades. No segundo caso,
havera 9 modos de se escolher o algarismo das centenas e 8 modos de escolher o ultimo
algarismo, tendo, assim, 1 x 9 x 8 = 72 possibilidades. Portanto ha 256 + 72 = 328
possibilidades.



O segundo método consiste em ignorar uma das restri¢cdes do problema, o que nos
fard contar em demasia. Depois descontaremos o que houver sido contado indevidamente.

Primeiramente fazemos de conta que o 0 pode ser usado na casa das centenas do
numero. Procedendo assim, ha 5 modos de escolher o algarismo das dezenas (que pode
ser0, 1, 2, 3 ou 4), 9 modos de escolher o algarismo das centenas (ndo podemos repetir o
algarismo usado na ultima casa — note que estamos permitindo o uso do 0 na primeira
casa) e 8 modos de escolher o ltimo algarismo. H& 5 x 9 x 8 = 360 nimeros, ai inclusos
0s que comegam por 0.

Agora vamos determinar quantos desses nimeros comegam por zero; S8o esses 0S
nameros que foram contados indevidamente. H4 1 modo de escolher o algarismo das
centenas (tem que ser 0), 4 modos de escolher o algarismo das dezenas (s6 pode ser 1, 2,
3 ou 4 — lembre-se de que os algarismos sdo distintos) e 8 modos de escolher o ultimo
algarismo (ndo podemos repetir os algarismos ja usados). Ha4 1 x 4 x 8 = 32 numeros
comecados por 0.

Assim, a resposta é 360 — 32 = 328.

Exemplo 4: De quantos modos diferentes 5 pessoas podem ser colocadas em fila?

Solucéo: Este é um problema classico de contagem, chamado de problema das
permutacdes simples, que é facilmente resolvido pelo Principio Multiplicativo. De fato,
basta escolher sucessivamente as pessoas colocadas em cada posicéo da fila. Para escolher
o primeiro da fila, temos 5 possibilidades; o segundo pode ser qualquer uma das 4 pessoas
restantes, o terceiro qualquer uma das 3 pessoas restantes, e assim por diante. Logo, o
namero total de possibilidades € 5 x 4 x 3 x 2 x 1 =120.

De um modo geral, o nimero de modos de ordenar n objetos é igual a
nx (n—1) x - - - x 1, que é representado por n! (1é-se: n fatorial).

Exemplo 5: De quantos modos pode-se escolher trés estudantes para serem
representantes de sala de uma classe que contém 20 alunos?

Solucdo: Este € um outro problema classico de contagem, chamado de problema das
combinacdes simples. A primeira vista, parece ser simples resolvé-lo pelo Principio
Multiplicativo: basta escolher um representante de cada vez. O primeiro pode ser
escolhido de 20 modos, o segundo, de 19 e o terceiro, de 18. Logo, o nimero total de
possibilidades parece ser 20 x 19 x 18 = 6840. Esta solucdo esta incorreta, mas podemos
conserta-la para chegar a resposta certa. Suponha que tivéssemos escolhido,
sucessivamente, os estudantes A, B e C. A comissé@o de representantes assim formada
seria exatamente a mesma se tivéssemos selecionado, por exemplo, primeiro B, depois
A, depois C. No entanto, as duas escolhas foram contadas por nds como se fossem
distintas. O que nos permite corrigir o resultado da contagem é o fato de que todas as
possiveis comissdes sdo repetidas 0 mesmo numero de vezes, correspondente a todas as
suas possiveis ordenacgdes. Por exemplo, A, B e C véo surgir, em nosso processo de
enumeragdo, 3 x 2 x 1 = 6 vezes. Logo, o numero correto de comissdes € igual a
6840 + 6 = 1140.



De modo geral, o nUmero de modos de escolher p dentre n objetos é representado
por C Z (I&-se: combinacdo de n tomados p a p) e é igual a

nXxnmh-1)x---Xxn-p+1)
pXxpPP-1) x---x1

3. Problemas

Problema 1. Dois casais de namorados vao sentar-se
em um banco de uma praca. Em quantas ordens
diferentes os quatro podem sentar-se no banco, de
modo que cada namorado fique ao lado de sua
namorada?

(OBMEP 2006, Nivel 1, Fase 1, Questdo 7)

Problema 2. Manuela quer pintar as quatro paredes de
seu quarto usando as cores azul, rosa, verde e branco,
cada parede de uma cor diferente. Ela ndo quer que as
paredes azul e rosa fiquem de frente uma para a outra.
De quantas maneiras diferentes ela pode pintar seu
quarto?

(OBMEP 2007, Nivel 1, Fase 1, Questdo 19)

Problema 3. Fabio tem cinco camisas: uma preta de mangas curtas, uma preta de mangas
compridas, uma azul, uma cinza e uma branca, e quatro calgas: uma preta, uma azul, uma
verde e uma marrom. De quantas maneiras diferentes ele pode se vestir com uma camisa
e uma calca de cores distintas?

(OBMEP 2008, Nivel 1, Fase 1, Questao 18)

Problema 4. O jogo de domind tem 28 pecas diferentes. As pecas séo retangulares e cada
uma é dividida em dois quadrados; em cada quadrado aparecem de 0 a 6 bolinhas. Em
quantas pecas o numero total de bolinhas é impar?

(OBMEP 2009, Nivel 1, Fase 1, Questdo 8)



Problema 5. A figura mostra um poligono em forma de T e uma
maneira de dividi-lo em retangulos de lados 1 cm e 2 cm. De quantas ...
maneiras distintas, incluindo a da figura, é possivel fazer divisdes desse

tipo?
(OBMEP 2009, Nivel 1, Fase 1, Questao 15)

Problema 6. Um nimero natural € chamado namero circunflexo quando:

* ele tem cinco algarismos;
* seus trés primeiros algarismos a partir da esquerda estdo em ordem crescente;
* seus trés ultimos algarismos estdo em ordem decrescente.

Por exemplo, 13864 e 78952 sdo numeros circunflexos, mas 78851 e 79421 n&o o sdo.
Quantos sdo os numeros circunflexos maiores do que 77777?

7895 2

(OBMEP 2010, Nivel 1, Fase 1, Questdo 18)

Problema 7. Gabriel comprou uma rosa, um cravo e um lirio e quer dar uma flor para
cada uma de suas trés amigas. Ele sabe que uma amiga néo gosta de cravos, outra ndo
gosta de lirios e a terceira ndo gosta de rosas. De quantas maneiras ele pode distribuir as
flores de modo a agradar as trés amigas?

(OBMEP 2011, Nivel 1, Fase 1, Questdo 3)

Problema 8. De quantas maneiras € possivel colorir cada um dos circulos da figura com
uma das cores amarelo, azul e vermelho, de modo que dois circulos ligados por um
segmento tenham sempre cores diferentes?

(OBMEP 2012, Nivel 1, Fase 1, Questao 13)



Problema 9. Carlinhos escreveu OBMEP2013 em
cartdes, que ele colocou enfileirados no quadro de avisos
de sua escola. Ele quer pintar de verde ou amarelo os
cartdes com letras e de azul ou amarelo os cartdes com
algarismos, de modo que cada cartdo seja pintado com
uma unica cor e que cartdes vizinhos ndo tenham cores
iguais. De quantas maneiras diferentes ele pode fazer a
pintura?

(OBMEP 2013, Nivel 1, Fase 1, Questao 13)

Problema 10. Uma formiguinha caminha pelos lados dos quadrados da figura, sempre
para baixo ( | ) ou para a direita ( — ). Quantos s@o os caminhos diferentes que ela pode
percorrer para ir do ponto P ao ponto Q?

P'l

(OBMEP 2016, Nivel 1, Fase 1, Questdo 3)
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