Divisibilidade e Restos
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1 Introducao

Neste material iremos introduzi-lo a Teoria dos Numeros, uma area da matematica focada
exclusivamente no estudo dos nimeros inteiros e suas diversas propriedades. Esta ¢ uma area muito
ampla da matematica e, infelizmente, uma das menos abordadas nos Ensino Fundamental e Médio,
mas muito cobrada em diversos niveis nas Olimpiadas de Matematica. Sua importancia vai muito
além da resolu¢ao de meros problemas teoricos, as descobertas na Teoria dos Numeros atualmente
sdo importantissimas nas areas de Computacao e Criptografia.

Antes de comegar nossos estudos acerca de Teoria dos Numeros, ¢ essencial definir algumas
notagdes que representam o conjunto dos numeros inteiros Z ={...,—4,—-3,—-2,—1,0,
1, 2, 3, 4,...}, o conjunto dos inteiros positivos Zf = {1, 2, 3, 4,...}, dos inteiros ndo-negativos
Z,={0,1,2,3,..}, o conjunto dos inteiros ndo-positivos Z_=1{...—4,-3,—-2,—-1} e o
conjunto dos inteiros negativos Z* ={...,—4,—-3,—-2,—1, 0}. Além disso, quando x ¢ um
nimero pertence a um conjunto A e y € um niimero nao pertencente a A, denotamos x € Aey ¢ A

(1€-se “x pertence a A” e “y” ndo pertence a A”). Assim, por exemplo, € verdade que 3 € Z*, mas
3¢& 7Z_e3 & Z* E lembre-se sempre de tentar resolver os problemas antes de ler as solugdes!

2 Algoritmo da Divisao

E claro que a divisdo de dois numeros inteiros nem sempre resulta em outro numero inteiro.
Entretanto, dados dois inteiros a ¢ b > 0, sempre podemos “somar varios b's” até cobrir total ou
parcialmente o numero a. Note que existe um “resto” nessa operagao que varia de 0 a (b — 1), pois
se houvesse mais b unidades acrescentariamos “mais um b”. Vamos formalizar essa ideia!



Algoritmo da divisdo: Dados um inteiro a (dividendo) e um inteiro positivo b (divisor),
existem dois Unicos inteiros g (quociente) e r ( Ytaisque:a =b-q+re0<r <b.

Exemplos: (1) 10=3 -3+ 1,01 <3;

(1) 76=8-9+4;0<4 <8; ‘ b

(1) 44=11-4+0,0<0< 11; a

(iv)-10=3- (-4 +2;0< 2 < 3; {r) < @

(v)-20=4-(-5+0,0<L0<4.

a-—r a-—r

ou, até mesmo, g =
q b

BS: Dependendo do problema, também podemos usar que b =

Problemas resolvidos

Problema 1) Ache todos os inteiros n tais que o seu resto na divisdo por 9 é o dobro do seu
quociente.

Solucdo: Pelo algoritmo da divisdo, podemos escrever n comon =9¢g +r,q,r € Ze0<r <09.
Pelo enunciado, devemos ter r =2g >n =99 +2qg =11g, mas 0<2g<9=>0<g <4.
Logo, os valores de n procurados sdo 0, 11, 22, 33, 44 g

Problema 2) Um “matemagico” faz magicas com cartdes verdes, amarelos, azuis e vermelhos,
numerados de 1 a 13 para cada cor. Ele mistura os cartdes e diz para uma crianga: “Sem que eu
veja, escolha um cartdo, calcule o dobro do numero desse cartdo, some 3 ¢ multiplique o resultado
por 5. Depois some 1, se o cartdo for verde; some 2, se o cartdo for amarelo; some 3, se o cartdo for
azul; some 4, se o cartdo for vermelho. Diga-me o resultado final ¢ eu lhe direi a cor € o nimero do
cartdo que vocé escolheu”.

a) Jodozinho escolheu o cartdo vermelho com o nimero 3. Qual é o nimero que ele deve dizer ao
matemagico?
Sol.: Ele tera de dizeronimero5-(2-3+3)+4=5-9+4 =49,

b) Mariazinha disse “Sessenta e seis” para o matemagico. Qual o niimero ¢ a cor do cartdo que ela
escolheu?

Sol.: Se x foi o nimero do cartdo dela, entdo: 66 = 5(2x + 3) + k, onde k € {1,2,3,4}. Dai, k é o
resto de 61 na divisdo por 5 e (2x +3) é o quociente, mas como 66 =5-13+1=>k =1 ¢
2x+3 =13 = 2x = 10 = x = 5. Portanto, sua carta era um 5 verde.

¢) Apo6s escolher um cartdo, Pedrinho disse “Sessenta e um” e 0 matemagico respondeu “Vocé errou
alguma conta”. Explique como o matemagico pode saber disso.
Sol.: Assim como no item anterior, se chamarmos de x o niamero de sua carta, (2x + 3) deve ser o
quociente de 61 na divisdo pro 5, mas 61 =512+ 1 =>2x+3=12=>2x =9=>x =45, um
absurdo! Dai, Pedrinho ndo poderia ter achado 61 como resultadog

(OBMEP/2010)

Problema 3) Dois grilos, Adonis e Basilio, pulam sempre para a frente; Adonis s6 da pulos de 1 cm
ou 8 cm ¢ Basilio s6 da pulos de 1 cm ou 7 cm. Eles percorrem qualquer distdncia com o menor
niamero de pulos possivel. Por exemplo, Adonis percorre 16 cm com apenas dois pulos de 8 cm
cada, enquanto Basilio precisa de quatro pulos, sendo dois de 7 cm e outros dois de 1 cm. Por outro



lado, para percorrer 15 cm, Adonis precisa de oito pulos, sendo um de 8 cm e sete de 1 cm,
enquanto Basilio precisa de apenas trés pulos, sendo dois de 7 cm e um de 1 cm.

Indicando por A(d) e B(d), respectivamente, o niimero de pulos que Adonis e Basilio dao para
percorrer d centimetros, temos A(15) = 8, B(15) = 3, A(16) = 2¢ B(16) = 4. Encontre 0 maior
numero d tal que B(d) = A(d). (OBMEP/2013)

Solucdo: Observe que Adonis vai andar um multiplo de 8cm mais um niimero de 0 a 7 (pois ele vai
pular 8 até ndo houver mais 8 para ele pular), assim como Basilio vai andar um multiplo de 7cm
mais um numero variando de 0 a 6. Portanto, caso d =8q,+ 1, =7q, + 15, q, G2 71, 1n EZ ¢
0<rn<80<r<7 3Ad)=q,+reB(d)=q,+r, Dai:

d—r d—r,

Ad)=Bd)e qtrn=q+ne +r =

+ry, & 7d —Tr; + 56r, = 8d — 8r,

+56r, © 7d + 49r; = 8d + 56r, & d = 49r, — 56r,, mas 0 <r; <7, 0 <r, < 6. Entdo, temos
que:d <49-7—-48-0=343 = d <343 ¢, de fato, A(343) = B(343) =49 g

3 Divisibilidade

Agora falemos de divisibilidade. Muitas vezes, ao nos deparar com problemas envolvendo
nimeros inteiros, temos de verificar se um numero divide outro ou encontrar o resto que um
numero deixa na divisdao por outro. Mas o que significa, de verdade, divisibilidade? Vamos definir!

Defini¢ao: Dizemos que um numero inteiro a é divisivel por um numero inteiro b se, ¢
somente se, existe um inteiro ¢ tal que a = b - ¢, isto ¢, quando o resto na divisdo de a por b ¢é igual
a 0. Também dizemos que b divide a, a ¢ multiplo de b ou b € fator de a, todas essas expressdes sao
equivalentes.

Notacao: b divide a < b|a e b ndo dividea < b } a.

Exemplos: Temos que 3 | 6, pois 6 =3 -2, onde 2 ¢ um inteiro; também 9| — 45, pois

33
—45=9-(=5) e (-5) € Z; -7 4 33, pois nao existe inteiro ¢ tal que 33 =—-7 - ¢ (—7 & 7)), ¢

8 + 73, pois Y & Z. Vejamos algumas propriedades um tanto uteis acerca de divisibilidades.

Propriedades

P1) Para todo inteiro ndo-nulo vale: 1 |aea | O.
Prova: Temos que, para todo inteiroa,a =a-1e0=a-0=>1|aea |0 g

P2) (Transitividade) Se a, b ¢ ¢ sdo inteiros taisquea | beb | c = a | c.
Prova: Note que: a |b=>b =a-x,paraalgumx € Z,eb|c = c =>b -y, para algum
yE€EZ mashb =ax =>c=(ax)y=a-(xy)exy€Z=>clag

P3) Se a e d sdo inteiros tais que d | a, entdo d | ax, paratodo x € Z.
Prova:Sed |a=>a=b-d,beZ=>ax=((bx)-d,bxeZ=>d|ax g



P4) Se a, b e d sao inteiros tais que d | ae d | b entdo d | ax + by, para quaisquer inteiros
xey.

Prova: Comod |aed |b = a =xreb =ds, r,s € Z.Assim: ax +by =
dr)y-x+ds)-y=d-(rx+sy)=>d|ax+by g

OBS;: Chamamos a expressdo (ax + by), onde a ¢ b estdo fixos, de uma combinagdo linear dos
nameros a ¢ b.

OBS>: Em particular, fazendo x =1 ey ==+ 1, obtemos que: sed |a ed|b=>d|a+b e
d|a-b.

P5)Se a,b,c,d € Z* sao nimeros taisque a | be c | d, entdo ac | bd.
Prova: Noteque:b =axed =cy, x,y € Z = bd =(ac)-(xy)=>ac|bd g

P6)Se a,b,x € Z*, entdo vale: bx | ax < b | a.
ax a
Prova: Temos que: ax | by @b—EZc)ZEZ@lﬂa.
X

P7) Sejam a, b, c € Z tais que mdc(a,b) = 1eal|bc. Logo, a|c.

P8) Se a,b € Z* sdo tais que mdc(a,b) = 1,a|n e b|n. Entdo, ab|n.

aln=>n=ax,x€”Z
Prova: Como
bln=>n=by,yeZ

si, pela P7) temos b |x = x = bz, paraalgumz € Z. Logo,n = ax = a(bz) = (ab)z > ab|n g

= ax =by = b|ax, mas a e b sdo primos entre

Lembrete: Para quaisquer niimeros a e¢ b temos que, para n € Z1, vale a seguinte relagio:

a"—b"=(a—-b)a" b +a" b + ... +a'b"? + a®b""). Isso serd util na prova da P9).

Prova: Abrindo as contas, obtemos que: (a — b)(a@" b+ a"2b' + ...+ a'b" %+ 4" 1) =
=a"’+a" b+ . +a?hr+a b — (@B + a7+ .+ alb + e =
=a"h’+ (@' + ... +a*b"r+a'b ) — (@D + @+ +alb ) - % =
=a"b’+0-a"b"=a"-b" g

OBS: A expressdo @0+ a2 + ... +a'd"? + 4" ") ¢ muito conhecida no meio
olimpico e, comumente, chamamos ela de Blocdo, pois € muito feia e grande. Note ainda que, se a e
b sdo inteiros, o Blocdo é um inteiro, isso implica que a — b | a” — b", para todos inteiros a ¢ b,
ne€J’k

P9)Sea,b,d € Zen EZj’:sﬁotaisque:dla—b =>d|a"-b"
Prova: Sed | a —b,comoa — b | a" — b", pela P2), temos que: d |a" — b" g

P10) Dentre quaisquer 7 numeros inteiros consecutivos, ha um multiplo de n

Prova: Sejam x, x+1,x+2,..., x+(n—1) numeros inteiros consecutivos. Pelo
algoritmo da divisdo, x pode ser escrito comox =kn+r,k € Ze0<r <n.Ser =0, entdo o
problema acabou pois temos que x ¢ multiplo de n na lista. Agora, caso r > 1, temos que o numero
x+mn—-r)y=kn+r+n—-—r =n(k+ 1) ¢éum multiplo de n e esta na lista, pois (n — r) varia de 1
a(n—1)g



Problemas resolvidos

5n+4

n +

Problema 4) Ache todos os inteiros nao-negativos tais que ¢ um inteiro positivo.
2n+1[5n+4=>2n+1|10n+8=0Gn+4)-2
2n+1|2n+1=>2n+1|10n+5=2n+1)-5
temos:2n + 1| (10n +8) - (10n +5)=3=>2n+1=x1,x3=>n=-2,-1, 0, 1. Mas,

como o enunciado quer apenas os inteiros ndo-negativos, as solugdes do problemasdaon =0oul g

Solucdo: Observe que:{ dai,

Problema 5) Sejam a,b € Z,proveque 7 | 10a +b < 7 | a — 2b.

Solucdo: Note que, pela P3) e P4): 7| 10a+b < 7 |50a+5b =5-(10a+b) < 7 |a—-2b =
(50a + 5b) — (49a + 7b), pois 7 | 49a + 7b =7 - (7Ta + b) paratodos a,b € Z g

Problema 6) Julia faz o seguinte calculo com niimeros inteiros positivos: ela escolhe um ntimero,
eleva esse nimero ao cubo e subtrai desse cubo o proprio namero. Explique por que, para qualquer
nimero que Julia escolher, o resultado final do calculo serd sempre um multiplo de 6. (OBMEP/
2017)

3

Solucdo: Queremos provar que x” —x € multiplo de 6, para todo x € Z%. Entretanto, note que

A=x—x=x(x>-1D=x@x+1Dx—-1)=(x - Dx(x +1). Mas, dentre quaisquer 3 inteiros
consecutivos ha um multiplo de 3, entdo um entre (x — 1), x ou (x + 1) é maltiplo de 3 = 3 | A.
Além disso, dentre 2 inteiros consecutivos ha um multiplo de 2, entdo um dentre x, (x + 1) é par
= 2|A. Portanto, 6 x> — x g

4 Critérios de Divisibilidade

Para facilitar o trabalho com numeros “pequenos”, ha algumas regras especificas para
verificar se um ntimero ¢ divisivel por eles. Vejamos algumas delas: (Por conveniéncia, trabalhemos
sempre com 0 nimero X = a,d,_; ...d,d,d, que, pelo Sistema Decimal, pode ser decomposto
como 10"a, + 10" la,_, + ...+ 10'a, + ay)

Divisibilidade por 2: Um numero ¢ divisivel por 2 se, e somente se, o seu algarismo das
unidades ¢ par.

Prova: Observe que x = @,a, ;...d,d;dag = 10- (10" a, +10"2a, |+ ...+ 10%)
+ag,mas2 | 10 =2 10- (10" 'a, + 10" 2a,_, + ...+ 10%,), pela P3). Logo, 2 |x & 2|a, ©
O algarismo das unidades de x € par g

Divisibilidade por 3: Um niimero ¢ divisivel por 3 se, e somente se, a soma dos algarismos
dele ¢ multiplo de 3.

Prova: Note que 3 | 10 — 1, pela P7), 3| 10% — 1* = 10* — 1 = 3|10%q, — g, pela P3), dai
31(10"a, —a,) + (10" —a,_)+...4+ (10'a; — a)) + (10%, — ay) =
(10"a, +10"'a, | +...+10'a; +ay) — (a, +a,_;+...+a,+ay) =x —s(x) onde s(x)
representa a soma dos algarismos de x. Portanto, 3|x < 3|s(x) g



Divisibilidade por 4: Um numero ¢ divisivel por 4 se, e somente se, 0 nimero formado
pelos dois ultimos algarismos dele ¢ divisivel por 4.

Prova: Observe que x = @,a, |...a,a;dg = 100 - (10" 2a, + 10" 3a, | +...+ 10%,)
+10a, + a,, mas sabemos que: 4| 100 = 4100 - (10" 2a, + 10" 3a,_, + ...+ 10%,), pela P3).
Dai, 4|x & 4|10a, + a, = a,a,, que ¢ o niimero formado pelos dois Gltimos algarismos de x g

Divisibilidade por 5: Um numero ¢é divisivel por 5 se, ¢ somente se, o seu algarismo das
unidades ¢ 0 ou 5

Prova: Note que x = @@, 1...da.d, = 10- (10"'a, + 10" 2a,_, + ...+ 10%;,) + a,,
entretanto temos: 5|10 = 5| =10-(10""'a, + 10" 2%a, ,+...+a,), pela P3). Logo,
S5lx ©5lag e ay,=00ud & O algarismo das unidades do numero x ¢ igualaOou 5 g

Divisibilidade por 6: Um numero ¢ divisivel por 6 se, e somente se, ¢ divisivel por 2 e 3.
Prova: Percebendo que mde(2, 3) = 1, essa propriedade se torna 6bvia pela P8).

Divisibilidade por 8: Um numero ¢ divisivel por 8 se, ¢ somente se, o nimero formado
pelos trés ultimos algarismos dele € divisivel por 8.

Prova: E possivel observar que: x = @,a, ... a,a,a, = 1000 - (10"3a, + 10" 2a, _,+
...+ 10%;) + 10%a, + 10a, + a,, entretanto temos: 81000 = 81000 - (10" 2a, + 10"3a,_,
+...+ 10%;), pela P3). Dai, 8|x < 8|100a, + 10a, + a, = @ya,d,, que é o nimero formado
pelos trés ultimos algarismos de x g

Divisibilidade por 9: Um numero é divisivel por 9 se, ¢ somente se, a soma dos seus
algarismos ¢ divisivel por 9.

Prova: Note que 9 | 10 — 1, pela P7), 9| 10¥ — 1¥ = 10¥ — 1 = 9| 10*q; — q, pela P3), dai
91(10"a, —a,) + (10" ' —a,_ )+ ...+ (10'a; — a)) + (10%, — a,) =
(10"a, + 10" 'a,_; +...+10'a; + ay) — (@, +a,_;+...+a, +ay)) =x —s(x) onde s(x)
representa a soma dos algarismos de x. Portanto, 9|x < 9|s(x) m

Divisibilidade por 10: Um ntmero ¢ divisivel por 10 se, somente se, o seu algarismo das
unidades € 0.

Prova: Sabemos que 10|x © 2|[xeS|x ©a;=0o0u5 eaqa, ¢ par < a; =0« O ultimo
algarismo de x ¢ 0 g

Divisibilidade por 11: Um numero ¢ divisivel por 11 se, e somente se, a diferenca entre a
soma dos seus algarismos de ordem impar ¢ a soma dos seus algarismos de ordem par ¢ divisivel
por 11.

Prova: Primeiramente, podemos observar que: 11]10% =1 = 11[(10*)* =1 =10* - 1e¢
11]10%%1 10 = 11[10%**! + 1 = (10%**! — 10) + 11. Assim, obtemos que: 11]10*a,, — a,,
e 11|10**1ay, .| + ay,, . Portanto, obtemos que: 11|[(10% — ay) + (10%ay —ay) +...]1 +
[(10'a, + a;) + (10%a; + a3) +...] = [10%, + 10'a, +...10"a,] — [(a; + a5 +...)

—(ag+a, +...)] = 11|x + [(Soma dos algarismos de ordem impar) — (Soma dos algarismos de
ordem par)]. Logo, 11 |x < 11| (Soma dos algarismos de ordem impar)—(Soma dos algarismos de
ordem par) g



Problemas resolvidos

Problema 7) O multiplo irado de um nimero natural ¢ o menor multiplo do numero formado
apenas pelos algarismos O e 1. Por exemplo, o multiplo irado de 2, bem como o de 5, ¢ 10; ja o
multiplo iradode 3¢ 111 e o de 110 ¢ ele mesmo.

a) Qual o multiplo irado de 20?
Sol: Analisando os primeiros multiplos de 20 (M(20) = 20, 40, 60, 80, 100, ...), achamos
facilmente que 100 é o multiplo irado de 20.

b) Qual o multiplo irado de 9?

Sol: Sabemos que para um namero ser multiplo de 9, a soma dos seus digitos deve ser multiplo de
9, em especial maior ou igual a 9, entdo, como os digitos do multiplo irado s6 podem ser O ou 1,
devemos ter ao menos 9 algarismos iguais a 1 para que a soma dos algarismos do numero seja
multiplo de 9. Portanto, o multiplo iradode 9 ¢ 111111111.

¢) Qual o multiplo irado de 45?
Sol: Um numero ¢ multiplo de 45 se, somente se, ¢ multiplo de 5 e de 9. Assim, o ultimo algarismo
desse multiplo irado deve ser 0 (uma vez que nao pode ser 5) e o nimero deve ter ao menos 9

algarismos iguais a 1 (para que a soma dos algarismos do nimero seja multiplo de 9). Assim, o
multiplo iradode 45 ¢ 1111111110.

d) Qual ¢ o menor nimero natural cujo multiplo irado ¢ 1110?

Sol: Analisemos os divisores do nimero 1110 =2-3-5-37. Note que D(1110) = {1, 2, 3, 5,
6, 10, 15, 30, 37, 74, 111, 185, 222, 370, 555, 1110}, queremos o menor deles tal que o seu
multiplo irado é o 1110. (OBMEP/2011)

S5  Alguns fatos uteis

Fato 1: Para descobrir quantos multiplos de x ha dentre os nimeros 1, 2, 3, ..., n, basta
calcular o quociente da divisdo de n por x

Prova: Escrevendon = gx +r, q,r € Z, ¢ 0 <r < x, observe que o maior multiplo de x
que ndo ultrapassa n € o gx, pois (¢ + 1)x = gx + x > gx + r = n, dai os multiplos de x dentre os
nameros 1, 2, 3,..., nsdox, 2x, 3x, ..., gx, que contabilizam exatamente g multiplos g

Fato 2: Se ao fatorar um numero n em primos os expoentes obtidos sdo a;, a5, . . . , oy, entdo
npossui (a; + 1)(a, +1)... (o + 1) divisores.

Prova: Observe que todo divisor de n tem os mesmos fatores primos que n s6 que com
expoentes menores ou iguais que no proprio 7. Assim, para construir um divisor qualquer d de n
basta escolher quais os expoentes em que os primos de n vao aparecer em d, se o primo p; ¢ o que
aparece com expoente ¢; em n, entdo ele pode aparecer com expoentes 0, 1, 2, 3, ..., emd =
Sao (a; + 1) possibilidades. Pelo Principio Multiplicativo, ha (a; + 1)(ay + 1) ... (a + 1) divisores
den g



Observacdo: Um niimero ¢ quadrado perfeito se, € somente se, todos os seus expoentes sao
pares e, portanto, teriamos que a quantidade de divisores desse numero seria da forma
2p+ 2B+ 1)...(23, + 1) que ¢ impar. Logo, um numero tem um niimero impar de divisores
se, € somente se, ¢ um quadrado perfeito.

6 Problemas propostos

Tx + 8

Problema 8) Encontre o maior inteiro positivo x tal que %2 ¢ um inteiro.
x —

Problema 9) Prove que um quadrado perfeito ndo pode deixar resto 2 na divisdo por 3.

Problema 10) (OBMEP/2014) Uma tabela com linhas e colunas numeradas de 1 a 100 foi

preenchida da seguinte forma:

« na linha 1, todas as casas foram preenchidas com 1;

- na linha 2, as casas pertencentes a colunas de numero par foram
preenchidas com 1 e as demais com 0);

(U o R 1 1-

« na linha 3, as casas pertencentes a colunas multiplas de 3 foram e
preenchidas com 1 e as demais com 0; ARDERDEDE

. . . . {ofofofo]1]0 o] 1

» continuando, cada uma das demais casas foi preenchida com I nas B e o Gl e o
casas de colunas multiplas do nimero correspondente a linha, e com 0 AL R K

. 0/]0|0]|0]|O0]|O 110

nas demais. - 10jololololo 0| 1

a) Qual algarismo foi escrito da linha 7 e coluna 21?
b) Qual ¢ a soma dos algarismos da linha 23?

¢) Qual ¢ a soma dos algarismos da coluna 98?

d) Em quais colunas a soma dos algarismos ¢ impar?

Problema 11) (OBMEP/2010) Catarina tem 210 cartdes numerados de 1 a 10.

a) Quantos desses cartdes tem umbuzeiro que ¢ multiplo de 3?

b) Quantos desses cartdes tem um nimero par que ndo ¢ multiplo de 3?

¢) Qual o menor numero de cartdes que Catarina deve pegar, ao acaso, para ter certeza de que 2 ou
3 seja divisor comum em pelo menos dois dos cartdes selecionados?

Dicas

Problema 8: Baseie-se no problema 4 e utilize as propriedades P3) e P4). Lembre-se sempre de
testar o resultado obtido para garantir que ndo houve nenhum erro bobo de conta.

- Problema 9: Sabemos que todo quadrado perfeito ¢ da forma n?, para n inteiro. Divida a questio
em 3 casos de acordo com o resto que n deixa por 3: n = 3k, 3k + 1 ou 3k + 2; e verifique que
em nenhum dos casos n? deixa resto 2 na divisdo por 3.

Problema 10: Perceba que a soma dos algarismos de uma linha ¢ a quantidade de multiplos do
numero associado a linha e que a soma dos algarismos de uma coluna ¢ a quantidade de divisores
do niimero correspondente a coluna. Depois, utilize os Fatos 1 e 2 para terminar o problema.
Problema 11: Utilize o Fato 1. Note que os numeros pares € nao multiplos de 3 sdo aqueles que
deixam resto 2 ou 4 por 6 e que. para Catarina ter certeza que pegou duas cartas que possuem um
fator 2 ou 3 em comum, devemos calcular a quantidade maxima de numeros que nao possui
fatores ou 3 em comum.
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