Desigualdades

Julia Melo

1 Introducao

Sabemos que o conceito de desigualdades nem sempre é comum, sendo as-
sim, um assunto aplicado numa 4rea mais aprofundada da matemadtica. Portanto,
nosso objetivo neste material é apresentar didaticamente tal assunto e suas apli-
cacdes em alguns ramos da matemdtica. Denotaremos entdo, suas demonstragdes
e mostraremos também alguns problemas resolvidos e propostos para praticar.
Vejamos agora tais desigualdades.



2 Conceitos iniciais

Desigualdade € uma comparacao que se designa entre os nimeros reais (se-
jam estes a e b), utilizando os simbolos da relacdo de ordem, o qual pode ser
verdadeiro ou falso. Por exemplo:

a>b,a<b

a<b,a>b

2.1 Definicoes

e Um nimero a € R € positivo se e somente se a > 0.

e Um nimero a € R* € negativo se e somente se a < 0.

Temos a > b <= a—b é positivo (a—b > 0).

Temos a < b <= a—b é negativo (a —b < 0).

Se {a;b} € R, entdo {a+b; ab} C R,.

Teremosa>b <— a>bVa=hb.

a<b<c <+ a<bAb<ec.

e a>b < b<a.

3 Demonstracoes

3.1 Desigualdades entre as médias aritmética e geométrica

Sejam xp,x3, ..., X, nimeros reais positivos. Logo:

Wx1x0...%, <

A igualdade ocorre se, e somente se, x| =Xy = ... = Xj.
Por consequéncia da desigualdade MG < MA:

X1+x2+...+x,
n

1. se o produto de n niimeros positivos for constante, a soma serd minima se
todos os nimeros forem iguais.



2. se a soma de n numeros for constante, o produto serd maximo quando todos
forem iguais.

Para demonstrarmos tal desigualdade, inicialmente, demonstraremos um re-
sultado auxiliar:

Sejam x1,x2,...,X, nimeros reais positivos tais que xj - x3 - ... - X, = 1, entdo
X1 +x2+...+x, > n, valendo a igualdade se, e somente se, x| =x; =... =x, = 1.

Faremos uma demonstracao por indugdo sobre n.
Paran=1:

Temos que x| = 1 e, portanto, x; > 1, o que torna o resultado verdadeiro.
Suponhamos entdo que o resultado seja vdlido para n = k, ou seja,

Xpxp X =1 x1+x+...+x, >k

Vamos verificar agora que o resultado é valido paran =k+1. Sejam x1,x2, ..., Xg, Xg+ 1
numeros reais positivos tais que xj - X - ... - Xg - Xg4-1 = 1. Assim, temos dois casos
que podem ser apresentados:

1. Todos os nlimeros xi,x3, ...,Xg, Xk| SA0 iguais, ou seja, X] =xXp = ... =X =
Xk+1. Como estamos supondo que xj - x7 - ... - Xg - Xg-1 = 1 segue que neste
caso todos eles t€m de ser iguais a 1, e portanto x; +x2 + ... +x; + X1 =
k+ 1. O resultado vale, neste caso, para n = k+ 1, posto que a igualdade é
verificada quando cada um dos nimeros € igual a 1.

2. Nem todos os nimeros sdo iguais, ou seja, ha entre os nimeros um deles
que € menor que 1, e um deles que € maior que 1, visto que nao podemos ter
todos os numeros menores que 1 nem todos os nimeros maiores que 1, pois
o produto entre todos eles deve ser 1. Assim, sem perda de generalidade,
podemos supor que x] < 1 e x;41 > 1. Fazendo x1 - x;11 = b1, segue que:

X1:X2 oo Xg Xpp] = 1 = by-xy-...-oxp =1
Pela hipotese de indugdo segue que by +x + ... +x; > k. Dessa forma:

Xi+x 4. Xt xep =br x4 XX =D+ xp = k4xr — by X
>k
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Para finalizarmos, devemos verificar que x; — by + x4+ > 1.

De fato, lembrando que xj - x;| = b1, segue que:
X1 — b1 +Xpp1 = X1 — X1 X1+ Xpg 1
Logo:
x1 — b1+ X1 = X1 = X1 X1+ X1 = X1 (T—2pp1) F a1 — 141
=x1(1—=xp1) = (1 = xp41) +1
= (1 —xe1) (1 = 1) +1

Lembrando que
xn<l= (xi—1)<0

X1 > 1 = (1 —x441) <O
Segue que (1 —xg41)(x; — 1) > 0, e portanto,
X1—b1+x01 =1 —x11)x1 =) +1>1
Assim,
X1+x2+ . XX kX1 —b1F X1 = X102+ XX > k1
como querfamos demonstrar.

Com base neste lema, podemos demonstrar a famosa desigualdade entre as mé-
dias aritmética e geométrica de nlimeros reais positivos, vejamos:

Seja G = /x1 - x2 - ... X, entdo
1292‘"/x1-x2-...-xn:n Xp X2 Xn X1 X2 '@:1

G G G G G G G G
Como % . % ... & segue pelo resultado que demonstramos inicialmente que:
%—i—%—i—m—f—% >n = x1+x+..+x, >nG = ngl—f—xz:...—kxn
. mf X1 +x2+...+x,
n
A igualdade ocorrendo se, e somente se, x| = X3 = ... = Xj,.
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3.2 Desigualdade entre as médias harmonica e geométrica

Dados os numeros reais positivos x,x2,...,X,, definimos a sua média har-

monica como sendo o nimero H = T 'J’r T ©c0mo J& vimos anteriormente a
X ¥y a

sua média geométrica como sendo o nimero G = /X1 - X3 - ... - X,. Nessas condi¢des

¢ sempre verdade que H < G, e que a igualdade ocorre se, e somente se x; = x; =

e :.Xn.

Para demonstrarmos isso, vamos usar a desigualdade ja estabelecida entre as
médias aritmética e geométrica para ndmeros reais positivos. Se xp,x2,...,X, sa0
nimeros reais positivos, xil, xlz, v xl” também o sdo. Sendo assim, aplicando tal
desigualdade:

1 1 1
1 1 /1 1 1 tott+5 1 1
—:—:n—-—-.“-—<1 2 n:>—<—:>H<G
G Wxi-Xxp-...-xy, X1 X Xn n G H -

A igualdade ocorrendo se, e somente se,

1 1 1
= == X=X = =Xy,
X1 X2 Xn
Logo, é sempre verdade que H < G < A. A igualdade ocorrendo se e somente se,
X1 =X = ... = Xp.

3.3 Desigualdade entre as médias aritmética e quadratica

Dados os niimeros reais positivos xi,x2, ..., X,, definimos a sua média quadrética
x%+x%+...+x%
n
aritmética € um nimero A = Desse modo, é sempre verdade que

A < Q, e que a igualdade ocorresse se, € somente se, X| = X3 = ... = Xj.

como o numero Q = € como ja vimos anteriormente, a sua média

X1 +Xx0+...+x,
Ere——

Para avaliarmos este fato, usaremos a seguinte identidade: (a —b)?> >0 <=
2ab < a* + b, Vejamos:

A2 — (X1 +X2—|-...—|—xn)2 _ x%-|-x%+...+x,2l—|-2x1x2+...+2xn,1xn <

n n?

_ B+ A2+ (0 HaE) o+ (2 +x2)
- 2
n
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_on(x+ag+ . +x)
= 2

B x%+x%+...+x% _

2
Q
n n

Assim, A < Q.

Temos entdo que dados os nimeros reais positivos xp,x3, ..., X,, € sempre ver-
dade que H < G <A < @, aigualdade ocorrendo se, e somente se, x| =x3 = ... =
Xp.

3.4 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Sejam x1,x7,...,Xp, Y1,¥2, ..., Yy NUMeEros reais, entao:

(191 + %292 + oo FX090))* < (F +35 + o F22) 0 + V3 + o+ Y2)

N X% _ X%

valendo a igualdade se, e somente se, T T T
n

Para demonstrar essa igualdade, vamos utilizar o seguinte lemzﬂ que provare-
mos em seguida:

Se a,b,x,y € R, e x,y > 0, temos que:

2 2 2
atby o b
X+y X y
Observacao: Esse lema pode ser estendido. Se ay,a;3,...,a, € Reby,by,....b, €
R, entdo € valida a desigualdade

2 2 2 2
(a1 +ar+...+ay) B S
by+by+...+by 1 b n
Ocorrendo a igualdade se, e somente se, 3+ = 32 = ... = 3.
1 2 n

Logo, sabemos que:
(ay — bx)2 >0 <= 0t2y2 — 2abxy + PPx’ >0 = a2y2 + %% > 2abxy
Adicionando a’xy + b?xy a ambos os lados da desigualdade,

azy2 +b%x* > 2abxy <= a2y2 + a2xy + bzxy + b2 > azxy +b* + 2abxy

'0 lema ndo tem sua autoria atribuida a ninguém em especial, mas aparece nos livros do
professor Titu Andreescu, que é uma referéncia para olimpiadas de Matemadtica
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— a’y(y+x)+b*x(y+x) > xy(a* +2ab +b?)
= a’y(y+x)+bx(y+x) > xy(a+b)
Dividindo ambos os membros da desigualdade por xy(x+y), ficamos com:

a@y(y+x)  Dx(y+x) _ xy(a+b)?
xy(x+y)  xy(x+y) T xy(x+y)

S}
[\S}

(a+b)?
xX+y
hx)>? =0 = ¢ = %. Podemos aplicar o lema de forma recorrente (ou seja, n

vezes), 0 que nos da:

Portanto Note que a igualdade ocorre se, e somente se, (ay —

X 7

<« b
a

(al+a2+“'+a")2<a_% “_%+...+“_3t
bi+by+..+b, — by by b,
ocorrendo a igualdade se, e somente se, % = Z—; =.. = Z—:.

Voltando a demonstra¢do de Cauchy-Schwarz,

2 .2 2 .2 2 .2 2
X7 - X5 - X - X +x +...+x
x%—l—x%—l—...—i—x%: 1°V1 n 2 y2—|—...—|— nYn > ( 1)’12 2)’22 2n)’n)

V1 y2 Yn it+y+...+y;

ou seja,
X +Xx +...+x 2
R T 2N ( 1y12 2y22 2nyn)
it+ys+...+y;

€ portanto,

(X131 + 3292 + oo F2090)7 < (T +3F 4 o+ X2) (T + Y3+ V2

3.5 Desigualdade de Bernoulli

Paratodox € R,x > —1en €N, tem-se que (1 +x)" > 1+ nx.
Provaremos o exposto por indugao.

Paran=1:

(14x)! > 141-x é verdadeira pois (14 x)! = 14 x e evidentemente 14 x >
1+ x.



Suponhamos agora que a desigualdade seja verdadeira para n = k, isto é, para
x> —1,
(1+x)% > 1 +kx
Agora vamos demonstrar que € valida para n = k+ 1 (lembrando que como x >

—1, segue que 1 +x > 0). Entdo multiplicaremos ambos os lados da desigualdade
por (1+x), sem que seja alterado o sinal da desigualdade. Assim:

(14+x)* > 14+kx = (1+x)F (14x) > (1 +kx)(1+x) = 1 +x+kx+kx> > 1+ (k+1)x
Ou seja, (1+x)¥t1 > 1+ (k+ 1)x, que verifica que a desigualdade é valida para
todo n € N.

4 Problemas

Problema 1. Determine o valor maximo da func¢do f(x) = x(1 —x), sendo
x € (0;1).

Solucao: Como a fun¢do apresentada € quadratica, podemos encontrar seu valor
maximo através da ordenada do vértice da pardbola desde que a abcissa do vér-

tice seja (0;1). Agora, resolvendo pela desigualdade das médias aritmética e ge-
ométrica:

)#—x) > /x(1—x)

= x(1—x) <

B

Com igualdade ocorrendo se, e somente se, x = 1 —x, ou seja, x = % Assim,
o valor maximo de f é %.

Problema 2 Dados niimeros positivos arbitrarios a, b, ¢, prove que a0 menos
uma das seguintes desigualdades € falsa:

1 1 1
a(l—>b) > 7 b(1—c)> 7 c(l1—a)> 2

Problema 3. (IMO) Sendo K, L, M pontos sobre os lados BC,CA,AB do
AABC, mostre que a drea de ao menos um dos tridngulos AML, BKM, CLK ¢
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menor que ou igual a 411 da érea do triangulo ABC.

Solugdo: Sendo k, I, m € [0; 1], podemos escrever:
BK =ka, KC = (1—k)a

CL=1b, LA=(1—1)b
AM =mc, MB = (1 —m)c
Assim,
[AML]:%.(l—z).b.sinzA
— [AML] = m(1—1)-[ABC]

Analogamente,
[BKM| = k(1 —m) - [ABC]

[CLK] = I1(1—k) - [ABC]

Supondo que as trés dreas em questdo sejam maiores que é—lt da area de ABC, o
resultado segue pelo problema 2.

Problema 4. (Treinamento Cone Sul) Sejam a e b niimeros reais positivos
tais que a+b= 1. Prove que ab’® < 24—7

Problema 5. Sejam A, B, C os vértices de um tridngulo inscrito em um circulo
unitdrio (ou seja, cujo raio mede 1) e seja P um ponto no perimetro do tridngulo.
Mostre que

32
PA-PB-PC< —
- 27

Problema 6. Prove que se a, b, ¢ sdo as medidas dos lados de um tridngulo
e a® + b* = kc?, entéo k > %

Problema 7. Seja x um nimero real e m um natural, prove que

x-(x+1)-(x4+2) .- (x+m—1) N TS
m-(m—1)-(m—2)-...-1 -




Problema 8. Sejam a, b, ¢ sdo inteiros positivos, prove que

(@®b+b° + 2a)(a° + b*a+ c*b) > 9a°b>c?

Problema 9. Determine o valor maximo da fungdo f(x) = x*(1 —x), sendo
x € (0;1).

Problema 10. Se x, y, z sdo ndmeros positivos, qual o valor minimo de

I 1 1
(x+y+z)- <—+—+—>?
Xy oz

Problema 11. Encontre o valor maximo da fun¢do definida pela Leo

_ 12(xy —4x—3y)
f<x7y) - x2y3

onde x e y sdo reais positivos.

Problema 12. Se a; > a, > 0, ..., a, > 0, mostre que:

al aj a n
+ + ...+
a+a+..+a, az+ay..+a,+a; ar+ay~+..+a,—-1 n—1

Respostas

9. O valor médximo de f(x) é 2.
10. O valor minimo assumido pela expressao € 9.

11. O valor méximo da fungdo € ﬁ
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