TEOREMA CHINES DOS RESTOS

Ramyro Corréa

1 Introducao

O Teorema Chinés dos Restos € uma ferramenta muito utilizada em prob-
lemas de teoria dos nimeros em olimpiadas de matemdtica, geralmente com a
ideia de tomar algum nimero esperto com a finalidade de conseguir algumas pro-
priedades interessantes.



2 O Teorema

2.1 Teorema Chinés dos Restos
Sejan>2,neN,eay,ay,....,a, € Z;b1,by,....b, € N com by,by,....b, 222
primos entre si. Entdo, existe M € N tal que

M=a; (mod bl)

M=ap (mod bz)

M=a, (modb,)

Prova: Seja B = b;.b;...b, e defina M; = bﬁi. Como mdc(M;,b;) = 1, entdo
existe ¢; tal que M;c; =1 (mod b;). Entdo, tome

n
M= ZM,'aiCi
i=1
Entdo, M = a; (mod b;) para todo i = 1,2,..n, como desejado.

2.2 Exemplos
2.3 Exemplo 1

(Teorema de Schur) Seja P(x) um polindmio de coeficientes inteiros ndo-
constante e ndo-nulo. Entdo, a sequéncia P(1),P(2),... possui infinitos fatores
primos.

Prova: Suponha que a sequéncia P(0),P(1),P(2),... possua um nimero finito
de fatores primos p1, p2,..., pp. Entdo, para cada i = 1,2,...,n, existe q; tal que
P(a;) =0 (mod p;). Portanto, pelo Teorema Chinés dos Restos, existe M € N tal
que

M=a; (mod p;)

M=ap (mod pz)

M=a, (mod p,)



Logo, aplicando P em ambos os lados, temos que
P(M)=P(a;)=0 (mod p)

P(M)=P(a) =0 (mod p»)

P(M)=P(a,) =0 (mod p,)

Agora, tome o polindbmio auxiliar Q tal que Q(x) = P(x+ M). Dai, temos que
pi|Q(0) paratodoi=1,2,...,n, portanto p;|Q(Q(0)) = Q(0).A, commdc(Q(0),A) =
l,jaque A=1 (mod A). Entdo, existe um primo g diferente de py, p, ..., p, di-
vidindo Q(Q(0)) =P(Q(0)+M) = P(P(M)+M), que estd na sequéncia P(0),P(1),P(2),...
um absurdo. Logo a sequéncia P(0),P(1),P(2),... possui infinitos fatores primos.

2.4 Exemplo 2

(EMC 2016/1) Determine se existe uma sequéncia ay,...,azo1¢ de nimeros
inteiros positivos, de modo que cada soma

ar+apy1+...+tas—1+as

(com 1 <r <s<2016) € um nimero composto, mas:

a) mdc(a;,a;+1) = 1 paratodos os i = 1,2,...,2015;

b) mdc(aj,a;+1) = 1 para todos os i = 1,2,...,2015 e mdc(a;,a;12) = 1 para
todososi=1,2,...,2014.

Solucdo: A resposta é sim. Veja que basta dar um exemplo que satisfaca as
condic¢des da parte (b), entdo vamos fazer exatamente isso.

Escolha um ntimero primo impar p e outro conjunto de nimeros primos im-
pares (distintos 2 a 2 e também distintos de p), digamos, p1, p2, ..., P2016:91,92, -+, 42016-
Agora, pelo Teorema Chinés dos Restos, podemos escolher ag de modo que:

ap=1 (mod 2)
ap=1 (mod p)

ap+2ip=0 (mod piq;)



para todo i =1,2,3,...,2016. Agora, defina a; = ag+ 2ip parai=1,2,...,2016.
Provemos que isso funciona. De fato, como os g;s estdo em uma progressao arit-
meética, temos

ar+ ag
ar+apy1+...tas_1+as=

(s—r+1)

Agora, observe que % € sempre um ndmero inteiro, porque, por construgado, dg
e, portanto, todos os a; sdo impares. Para r # s, a soma acima é claramente com-
posta, e para r = s, a soma acima reduz para a,, que é composta porque p,q,|a,.

Agora resta verificar a condi¢do do mdc: mdc(a;,a;2) = mdc(a;,a; +4p) =
mdc(a;,4p) , que ndo excede 1, pois tomamos o cuidado de definir a; = ap = 1
(mod 2) e a; = ap (mod p) . A verificagdo do mdc(a;,a;1) é andloga.

2.5 Exemplo 3

(USAMO 2008) Para cada inteiro positivo n, prove que existem ko, k1,kz, ...,k >
1 inteiros positivos coprimos dois a dois de modo que kokik>...k, — 1 € o produto
de dois inteiros consecutivos.

Soluc¢do: Observe que kokiky..ky — 1 =M(M+1) <= kokiky...k, = M* +
M + 1, isto é, queremos provar que o polindmio P(X) = X 24+ X +1 possui uma
quantidade de fatores primos tdo grande quanto desejarmos. Entdo, pelo Teorema
de Schur, P(1),P(2),... possui infinitos fatores primos, logo, para todo inteiro
positivo n, conseguimos selecionar primos distintos pg, p1, ..., p, tais que p;|P(a;)
para todo i = 0,1,...,n e para algum @; € N. Pelo Teorema Chinés dos Restos,
existe M € N tal que

M=ay (mod py)

M=a; (mod p)

M=a, (mod p,)

Logo, aplicando P em ambos os lados, temos que
P(M)=P(ap) =0 (mod py)

P(M)=P(a;) =0 (mod py)

~



P(M)=P(a,) =0 (mod p,)

Entio, como py, p1, ..., pn 530 coprimos dois a dois, popi...pn|P(M) = M?> +M +
| < M*+M+1= A.pop1..-pn = koki...k, para determinados kg,ki,...,k;,
(basta ajustar os fatores primos de A com o restante dos p;’s), como desejavamos.

3 Problemas

1.(OBM N2 2017/6) Demonstre que, para todo n inteiro positivo, existem
inteiros positivos a e b, sem fatores primos em comum, de modo que a®+2017b*
possui mais de n fatores primos distintos.

2.(IMO 1989) Prove que para cada nimero inteiro positivo n existem 7 nimeros
inteiros positivos consecutivos, nenhum dos quais € uma poténcia perfeita de um
ndmero primo.

3.(IMO 2009/1) Seja n um nimero inteiro positivo e ay,az,as,...,a; (k >
2) sejam ndmeros inteiros distintos no conjunto 1,2,...,n de modo que n divide
aj(aj;1 — 1) parai=1,2,....k— 1. Prove que n ndo divide a;(a; — 1).

4.(APMO 2009/4) Prove que, para qualquer niimero inteiro positivo k, existe
uma sequéncia aritmética Z—i, Z—;, Z—i, s “—’; de nimeros racionais, em que a;, b; sdo
ndmeros inteiros positivos relativamente primos para cada i = 1,2, ..., k, de modo
que os nimeros inteiros positivos ay, by, as, by, ...,ax, by sdo todos distintos.

5.(0BM 2013/2) Arnaldo e Bernaldo jogam o seguinte jogo: dado um con-
junto finito fixo de nimeros inteiros positivos A conhecidos por ambos os jo-
gadores, Arnaldo escolhe um nimero a € A, mas ndo o diz a ninguém. Bernaldo
escolhe um nimero inteiro positivo arbitrdrio b (ndo necessariamente em A). En-
tdo Arnaldo conta o nimero de divisores de ab. Mostre que Bernaldo pode escol-
her b de maneira a descobrir o nimero a escolhido por Arnaldo.

6. (IMO 2016/4) Um conjunto de nimeros inteiros positivos é chamado
fragante se contiver pelo menos dois elementos e cada um de seus elementos
tiver um fator primo em comum com pelo menos um dos outros elementos. Seja
P(n) = n®> 4+ n+1. Qual é o menor valor inteiro positivo possivel de b, de modo
que exista um nimero inteiro ndo negativo a para o qual o conjunto

{P(a+1),P(a+2),....,P(a+b)}

¢ fragante?
7.(IMO SL 2005/N4) Encontre todos os nimeros inteiros positivos n, de
modo que exista um ndmero inteiro Unico a, de modo que 0 < a < n!, Com a



seguinte propriedade:
nlla" +1

8.(USA TST 2015/2) Prove que para cada n € N, existe um conjunto S de n
nimeros inteiros positivos, de modo que, para quaisquer dois elementos distintos
a,b € S, a— b divide a e b, mas nenhum dos outros elementos de S.

4 Dicas

1. Use o Teorema de Schur.

2. Force p;q;|x + i para primos p;, g;.

3. Assuma que o problema ¢ falso.

4. Use o Teorema Chinés dos Restos de maneira inteligente para conseguir
alguma condicdo boa no problema.

5. Use o Teorema Chinés dos Restos de maneira esperta para chegar em uma
situacdo agradavel no problema.

6. Faca casos pequenos e conjecture a resposta.

7. Use o Teorema Chinés dos Restos no fim do problema.

8. Faca casos pequenos.
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