Rotac¢do no Plano em torno de um Ponto

Arthur Fernandes

1 Introducao

Fazer uso de transformacgdes no plano que preservam a distincia euclidiana, isto é, de isome-
trias, costuma ser uma boa ideia na resolucdo de problemas de geometria por meio de ferramentas
basicas. Um exemplo de isometria € a rotagdo no plano. Se bem utilizada, esta técnica é capaz de
fornecer solugdes sintéticas para uma gama de problemas, essencialmente por “transportar” medidas
convenientes para se obter informagdes relevantes.

2 Rotacao no Plano

2.1 Definicao

Sejam O um ponto tomado no plano 7 e & um angulo de vértice 0. A rotacdo de & em torno
do ponto O ¢ a fungdo pp ¢ : ® — 7 assim definida: pp «(O) = O e, para todo ponto X # O em T,
Po.«(X) =X’ é o ponto do plano 7 tal que:

X0=X0e /X0X' = «.

Para a rotagdo estar bem definida, deve-se considerar o angulo o orientado. A orientagdo positiva
€ adotada no sentido anti-hordrio. O ponto O é chamado de centro de rotacao.

Em suma, ao aplicarmos a funcao rotacao no plano, cada ponto distinto do centro se desloca
segundo um arco de circulo cujo centro coincide com o centro de rotacao.



2.2 Teorema

Sejam O um ponto fixo no plano 7 e & um angulo de vértice O. Sejam ainda P e Q pontos do
plano 7 distintos de O e P’ e Q' suas respectivas imagens pela rota¢do de centro O e dngulo «. Entio,
PQ = P'Q’ e 0 Angulo formado pelas retas PQ e P'Q’ é a.

Prova. Observe que os tridngulos OPQ e OP'Q' sdo congruentes, uma vez que ZQOP = ZQ0Q’ —
ZPOQ' = LPOP' — POQ' = ZQ'OP', OP = OP' e 0Q = OQ'. Logo, PQ = P'Q’ e po, ¢ é, de fato,
uma isometria.

Prolongue P'Q’ até intersectar o prolongamento de PQ no ponto M. O quadrilatero MQ'QO §é
ciclico, pois ZMQO = ZMQ'O e, portanto, ZOMQ' = 2000’ = «.

3 Problemas Resolvidos

3.1 Problemal

(OBM 2009 - 12 fase - Nivel 3) Na figura, o quadrado A’B’C’'D’ foi obtido a partir de uma rotagao
no sentido hordario do quadrado ABCD de 25 graus em torno do ponto médio de AB. Qual € o angulo
agudo, em graus, entre as retas AC e B'D’ ?
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Solug¢io. De acordo com o teorema anterior, o angulo entre B'D’ ¢ BD é 25°. Como as retas AC
e BD (diagonais do quadrado ABCD) sdo perpendiculares entre si, entdo o angulo entre AC e B'D’ é
igual a 180° — (90° +25°) = 65° (letra D).



3.2 Problema 2

(Ponto de Fermat) Em um dado tridngulo ABC qualquer, determine um ponto P no seu interior
tal que PA 4 PB + PC seja minimo.

Solucdo. 1° caso: Suponha que os angulos internos de ABC sdo menores que 120°.

Seja P um ponto arbitrario do interior de ABC. A rotacdo do tridangulo APC de um angulo de
+60° em torno do ponto A resulta no tridngulo AP’'C’ congruente ao tridngulo APC. Note que o valor
minimo para soma PA + PB + PC ¢ justamente a medida do segmento C'B. Isto ocorre quando os
pontos C’, P’, P e B estdo alinhados, ou seja, quando ZAPB e ZAP'C' = ZAPC medem 180° — 60° =
120°.

Para determinarmos P, trace AM perpendicular ao segmento C'B a partir A. Dai, basta tomar o
ponto P em C’'B tal que ZMAP = 30°.

2° caso: Admita que ZBAC > 120°.

Seja P um ponto arbitrario do interior de ABC distinto de A. Rotacione o triangulo APC em torno
de A (gerando AP'C") de sorte que B, A e C' sejam colineares. Assim, ZPAP' < 60° e P'P < PA. Segue
que

PA+PB+PC>PP +PB+PC >CB=CA+AB=AB+AC.

Logo, € absurdo supor que P e A ndo sdo coincidentes.

3.3 Problema3

Prove que a composi¢ao de duas rotagdes no mesmo sentido de angulos & e 3, respectivamente, é
uma rotagdo de angulo de medida o + 3. Se os centros das duas rotagdes forem diferentes, determine
o centro da nova rotacao.

Soluc¢io. Sejam A’B’ 0 segmento obtido a partir de AB por uma rotagdo com centro O; e Angulo
de rotacdo o e A”B” o segmento obtido a partir de A’B’ por uma rota¢io (no mesmo sentido) com
centro O; e Angulo . Em particular, se O, = Oy, é imediato que estas duas rotagdes sdo equivalentes
a uma Unica rotagdo com centro O] e angulo a + f3.
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Caso contrério, temos, pelo teorema da se¢do anterior, que Z/B'DB = a ¢ ZA'EA" = 3 (vide
figura abaixo). Dessa forma, o 4ngulo formado pelas retas AB e A”B” vale o+ 3. Concluimos, entio,
que existe uma rotagiio com centro em um ponto O a qual leva AB até A”B” e que tais segmentos estio
relacionadas por uma rotacao, se o + 3 # 360° (e por uma translacgio se o + 8 = 360°).

Mostraremos a seguir como encontrar o centro da rotacdo que transforma o segmento AB dire-
tamente no segmento A”B”. Suponha inicialmente que o + 8 # 360°. Nesse caso, ja sabemos que
a soma das duas rotacdes € uma rotacdo com angulo igual a & + 3. Como O € o centro da "rotagao
resultante", OA = OA” e OB = OB”. Em outras palavras, O é o ponto de intersec¢io das mediatrizes
de AA” (reta r) e de BB” (reta s).

a+ﬂ

‘\
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4 Exercicios Propostos

1. (OBM 2001 - 12 fase - Nivel 3) O tridngulo CDE pode ser obtido pela rotagdo do tridngulo ABC
de 90° no sentido anti-horario ao redor de C, conforme mostrado no desenho abaixo. Podemos
afirmar que « € igual a:



A) 75° B) 65° C) 70° D) 45° E) 55°

2. Sejam ACFG e BCED quadrados sobre os lados AC e BC, respectivamente, de um tridngulo
ABC qualquer. Encontre 6.

3. Os quadrados ABCD e AEF G sao dispostos lado a lado, como mostra a figura. Calcule o valor
do menor angulo formado pelas retas que contém os segmentos EB e GD.
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1.
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13.

14.

. Seja P o ponto de Fermat do tridngulo ABC, cujos angulos internos sdo menores que 120°.

Sobre os lados deste tridangulo sdo construidos externamente os tridngulos equildteros ABF,
ACE e BCD. Prove que:

(a) os circulos circunscritos aos tridngulos equildteros passam por P;
(b) asretas AD, BE e CF interceptam-se em P;
(c) AD=BE =CF = PA+PB—+PC.
(Teorema de Napoledo) Externamente aos lados de um triangulo ABC qualquer sdo construidos

triangulos equildteros. Mostre que os centros desses tridngulos equilateros sdo vértices de outro
triangulo equilatero.

(Teorema de Thébault) Externamente aos lados de um paralelogramo ABCD qualquer sdo cons-
truidos quadrados. Prove que os centros desses quadrados sdo vértices de outro quadrado.

(Corda Quebrada De Arquimedes) Sdo dados os pontos A, B e C sobre a circunferéncia I', tais
que AB > AC. Marca-se o ponto médio M do arco BC que contém A e o pé da perpendicular N
baixada de M relativa ao lado AB. Prove que BN = AN + AC.

. Considere um triangulo equilatero ABC inscrito em um circulo I' e seja P um ponto sobre o

menor arco BC de I'. Prove que PB4 PC = PA.

. Sobre os lados de um triangulo arbitrario ABC, construimos tridngulos os equildteros BCA1,

ACB| e ABC(CY, tais que os vértices A1 e A estdo sobre lados opostos de BC, By e B estdo sobre
lados opostos de AC e C e C estdo sobre o0 mesmo lado de AB. Seja M o centro do tridngulo
ABC|. Prove que MA| = BM, e /B1MA| = 120°.

(IMO - 1975) Externamente aos lados de um triangulo ABC qualquer sdo construidos os trin-
gulos ABR, BCP e CAQ com Z/CBP = /ZCAQ =45°, /BCP = ZACQ =30° e ZABR = /BAR =
15°. Prove que ZQRP =90° e que OR = PR.

(Banco de Questdes OBMEP 2011) Seja P um ponto no interior de um quadrado ABCD tal que
PA=1,PB=2¢e PC=3. Calcule ZAPB.

(I Olimpiada Iberoamericana de Matemadtica, 1985 - Villa de Leyva, Colombia) Seja P um
ponto no interior de um triangulo equildtero ABC tal que PA =5, PB =7 e PC = 8. Determine
a medida dos lados do triangulo ABC.

(Banco de Questdoes OBMEP 2008) Seja P um ponto no interior de um tridngulo equildtero
ABC tal que PA =3, PB =4 e PC = 5. Determine a medida dos lados do tridngulo ABC.

(USAMO) Os triangulos ABC e EFG, mostrados na figura abaixo, sdo tais que ZADB =
ZBDC = ZCDA = 120°. Prove que X = u+v+w.



15. Seja E um ponto do interior do quadrado ABCD tal que ZEAD = ZEDA = 15°. Calcule ZEBC.

16. (HMMT) No quadrildtero ABCD, /DAC = 98°, ZDBC = 82°, Z/ZBCD =70° e BC = AD. Ache
ZACD.

17. Considere um tridngulo ABC isésceles cujos angulos internos sio /BAC = 20° e ZABC =
ZACB = 80°.
(a) Prove que AC < 3-BC;
(b) Seja D um ponto sobre o lado AC tal que AD = BC. Calcule ZBDC.

18. Seja ABC um triangulo cujo angulo ZBAC mede 100°. Seja D um ponto sobre o lado AB tal
que AD = AC e CD = AB. Qual o valor de ZBCD?

5 Dicas e Solucoes

1. Sabemos que BC = DC. Como ZBCD = 90°, temos £DBC = ZCDB = 45° (ja que BCD ¢
isosceles). Além disso, Z/BAC = Z/CED = 40° ¢ ZABD = /CDE — ZCBD = 60° —45° = 15°.
Logo, oo = ZABD + ZBAC = 15° +40° = 55° (letra E).

2. Observe que FC = AC, BC = EC e /BCF = ZACE. Logo, FCB = ACE (LAL) e, por isso, a
rotagdo de +90° do triangulo FCB em torno de C resulta no tridngulo ACE. Pelo teorema da
secdo 2, temos, entdo, 8 = 90°.

3. Inicialmente, temos que AD = AB, AG = AE e /DAG = /BAE = 90°. Assim, ADG = ABE
(LAL) e, dessa forma, o tridngulo ABE pode ser obtido pela rotagdo de —90° do triangulo ADG
em torno do ponto A. Pelo teorema da se¢do 2, segue que ZEHD = 90°.



4. A rotacdo de +60° em torno de A transforma o tridngulo AFC no tridngulo ABE e, logo, CF =
EB. Em outras palavras, AFC = ABE pelo caso LAL, ja que ZFAC = ZBAE = 60° + ZBAC.
De modo semelhante, podemos concluir que CEB = CAD e que BDA = BCF, donde CF =
EB = AD. Isto prova parte de (c).

Para demonstrar (a), considere o ponto R de intersec¢do de FC com EB. Pelo Teorema da
secdo 2, temos que ZBRF = ZCRE = 60°. Desse modo, /BRF = /BAF e /CRE = ZCAE
e, assim, os quadrildteros RCEA e RAF B sdo inscritiveis. Por isso, ZARF = ZABF = 60° e
/ERA = ZECA = 60°. Dessa maneira, /BRA = ZARC = 120° e, portanto, R = P. Além disso,
o quadrilatero PBDC também ¢ inscritivel, pois ZBDC + ZCPB = 60° 4 120° = 180°. Portanto,
os circulos circunscritos aos triangulos BDC, CEA e AFB tém o ponto P em comum.

Ademais, ZCPD = ZCBD = 60° e, por conseguinte, ZAPC + ZCPD = 180° e verifica-se (b).

D
]

Por fim, tomando o ponto Q € PF com PQ = PA, obtém-se o tridngulo equilatero AQP. Entdo,
o triangulo ABP é a imagem do triangulo AF'Q por uma rotacdo de +60° em torno de A. Sendo
assim, QF = PB e tem-se:

PA+PB+PC = PQ+ QF 4+ PC = FC,

o que finaliza a prova de (c).




5. Sejam A’, B' e C’ os centros de BCD, ACE e ABF, respectivamente. Note que o triAngulo CAD é
imagem do tridngulo B’A’C por uma rotac¢do de +30° em torno de C, seguida por uma homotetia
de centro C e razdo /3. Isto se deve ao fato de que B'A’C e CAD sio semelhantes pelo caso
LAL. Segue que

B'A = AD
V3
e, analogamente,
CF EB
AlC="—eB(C =—2.
V3 V3

Pelo item (c) do exercicio anterior, temos, portanto, A’'B’ = B'C' = C'A’.

6. Sejam 01, Oy, O3 e O4 os centros dos quadrados ADKL, ABFE, BCHG e CDJI, respectiva-
mente. Perceba que o tridngulo AO; 0, € a imagem do tridngulo BO, O3 por uma rotacao de
—90° em torno de O;,. Desse modo, 010, = 0,03. Analogamente, obtemos 0304 = 040 e
0,03 = 0304. Portanto, 010,030 é, de fato, um quadrado.



7. Rotacione o tridngulo AMC em torno de M por um angulo de valor ZBMC no sentido anti-
horédrio. Sejam A’ e C' as imagens obtidas pela rota¢do descrita dos pontos A e C, respectiva-
mente. Por constru¢do, MC = MB e, logo, C' = B. Além disso, A’ € AB, pois ZACM = /ABM.
Como AC = A’B, basta provarmos que AN = A'N.

Como ACM = A’BM, entdo AM = A’M e, assim, /MAA" = /MA’A e ZAMN = ZA’MN. Logo,
AMN e A’MN sio congruentes pelo caso LAL e AN = A’N, como queriamos demonstrar.

8. Seja D o ponto sobre o segmento PA tal que PD = PB. Queremos mostrar que AD = PC.

Como ZAPB = ZACB = 60°, temos que BDP ¢ equilatero e, por isso, ZADB = 180° — 60° =
120° = ZBPC. Ademais, Z/BCP = ZBAP, o que implica ZABD = ZCBP.

Assim, o tridngulo ABD pode ser obtido por uma rotagdo de +60° do tridAngulo BCP em torno
de B. Portanto, AD = PC, como queriamos demonstrar.
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9. Construa sobre o lado AB o tridngulo equildtero ABF de centro G, como mostrado abaixo. Se-
jam E e H os pontos de intersec¢do das retas ByM e A{M com o segmento CG, respectivamente.
Observe que AB|M = ACG (caso LAL) e que A|BM = CBG (caso LAL). Logo, ACG ¢ a ima-
gem do tridngulo ABM por uma rota¢do de +60° em torno de A e CBG ¢ a imagem de A|BM
por uma rotacdo de —60° em torno de B. Desse modo, MA; = CG = MB;. Além disso, pelo
Teorema da secdo 2, ZCEM = ZGHM = 60° e, portanto, BiMA| = 120°.

F

10. Construa sobre o lado AB o tridngulo equildtero ABS, como mostra a figura. Perceba que
ARS = BRS pelo caso LAL, uma vez que AS = BS, ZRAS = ZRBS = 45° e AR = BR. Segue
que ZASR =30° e ZARS = 105°.
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11.

Aplicando a lei dos senos nos triangulos ARS e ACQ, temos que

AR AS = AR = AS- V6—v2
sen30° sen105° 2
e
A AC 6—v2
0 _ = AQ = AC- Vo-v2)
sen30° sen105° 2

Assim, ACS pode ser obtido pela rotagdo de +45° do tridngulo AQR em torno de A seguida de

2
uma homotetia de centro A e razao — Isto se deve ao fato de que ACS ~ AQR pelo caso
LAL. Semelhantemente, podemos concluir que BCS é a imagem de BPR pela rotagdo de —45°

. . 2 .
em torno de B, seguida por uma homotetia de centro B e razio — Ou seja, BPR ~ BCS.
Da primeira semelhanca, obtemos:

AR  OR

AS ~ SC’
Da segunda semelhanca,

BR  RP

BS SC’

Como AR = BR e AS = BS, entdo QR = RP.

Além disso, sejam T e U os pontos de interseccdo das retas QR e RP com SC, respectivamente.
Pelo teorema da secdo 2, /RTU = ZRUT = 45° e, portanto, ZQRP = 90°.

A rotacdo de +90° do tridngulo BCP em torno de B resulta no tridngulo ABE, como mostra a
figura. Pelo Teorema de Pitdgoras, EP? = EB% + BP?> = 8. Ademais, no tridangulo AE P, temos

EA?=9=8+1=EP>+AP%.

Segue que AEP é retingulo em P e obtemos ZAPB = 90° +45° = 135°.
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12. A rotag@o de 60° no sentido hordrio em torno do ponto B leva o tridngulo ABP no triangulo
CBD, conforme a figura.

Assim, ZBPD = 60° e PD = 5. Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo DPC, com ZDPC =
0, vem:
49 =25+64+2-5-8-cos6 = 0 =60°.

Dai, Z/BPC = 120° e, novamente pela lei dos cossenos, temos:

BC?=5%218212.5.8.c0s120° = BC = v/129.

13. Use um raciocinio semelhante ao do problema anterior.

14. Rotacione os tridngulos EGO, EFO e FGO em torno de E, F e G, respectivamente, com
angulos de 60° no sentido hordrio.

13



15.

Note que [EOF0,GO3] =2-[EFG| e que OFO; = OGO, = OEO3 = ABC pelo caso LLL.

Segue que:
3-[ABC] + [OEO|] 4+ [OF O3] 4+ [0GO3] =2 - [EFG]

; (uvseanOo uwsen 120° vwsen120°) az\/§+b2\/§+c2\/§_2 X*V3

2 - 2 * 2 4 4 4 B!
@4+ 43 (wv+uw+ww) =2X%.(I)
Aplicando a lei dos cossenos nos tridngulos BCD, ACD e ABD, obtém-se:

a? = v* 4+ w? —2wvcos 120° = a? = v +w? +vw

b? = u? +w? — 2uwcos 120° = b* = u® +w? + uw
2

& =u? +v2 —2uvcos120° = 2 = > +v: +uv
Somando essas 3 equagdes, temos:
a0 =2 (P v+ w) Fvw +uw +uv. (1)
Substituindo (I) em (II), vem:
2X2 =3 (uv+uw+vw) =2- (t? +v* +w?) +uv +uw +vw

2X2=2-(u+v+w)P =>X=utviw

Construindo o tridangulo equildtero ADF (como mostrado abaixo), segue-se da congruéncia dos
triangulos AEF e DEF (pelo caso LLL) que EF € paralela a AB. Logo, Z/BAE e ZAEF sdo

alternos internos e ZAEF =75°, o que implica AF = EF = DF.

Por outro lado, ABE e DEF sdo congruentes pelo caso LAL. Por isso, ABE pode ser obtido pela
rotacdo de DEF em torno de E com angulo de rota¢ao +150°. Portanto, ZABE = /DFE = 30°

e ZEBC =90° —30° = 60°.
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16. Considere a figura a seguir. Seja O (ndo representado abaixo) o ponto de encontro das medi-
atrizes dos segmentos AB e CD. Rotacione o tridngulo BCD em torno de O de modo que as
imagens de B, C e D pela rotagio sejam A, D e D', respectivamente. Tal constru¢do € possivel
tendo em vista que BC = AD.

Note que o tridngulo CDD' é is6sceles, ja que CD = DD'. Logo, ZACD = /CD'D = /BDC =
180° — (82° +70°). Portanto, ZACD = 28°.

17. (a) Seja o tridAngulo ADE a imagem de ABC pela rotagdo de +40° em torno do vértice A. Dai,
temos que ABE € equildtero e que ACD ¢ congruente a ABC. Portanto, BE = AB e BC =CD =
DE.
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Sendo assim,
BE < BC+CD+DE = AC < 3-BC.

(b) A rotacdo do segmento BC de um angulo de +60° em torno de B da origem ao triangulo
equilatero BCE, conforme a figura a seguir.

A congruéncia dos triangulos ABE e ACE (pelo caso LLL) nos diz que ZBAE = ZCAE = 10°.
Além disso, EBA = DAB (LAL), uma vez que EB = DA, ZEBA = Z/DAB = 20° e AB é lado
comum. Logo, ZABD = ZBAE = 10° e, consequentemente,

/BDC = o« = ZABD + /BAD = 10° +20° = 30°.
18. Rotacione o segmento AC de —60° em torno de C. Obtém-se, assim, o tridAngulo equilétero

ACE, de acordo com a figura. Por constru¢io, ADE ¢ isésceles e ABC = CDE pelo caso LAL,
uma vez que AB=CD, Z/CAB = ZECD e AC = CE. Portanto,

/BCA = /DEC = a0 +40° =50° = a = 10°.
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