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1 Gases Ideais

E importante citar que trabalharemos com os gases ideais/perfeitos, um mo-
delo ndo realistico, mas que € uma aproximacao valida para operar com gases que,
macroscopicamente, estejam a baixas pressoes e altas temperaturas.

Os gases ideais sao modelados a partir da ideia de que sdo formados por
pequenas esferas, muito menores do que o volume que as contém, sobre movi-
mento em linha reta e aleatério. Considera-se todas as colisOes entre as particulas
e particula-recipiente como eldsticas. O tempo de colisdo € considerado muito
menor do que o tempo entre duas colisdes consecutivas. Observe que, macrosco-
picamente, essas colisdes particula-recipiente manifestam uma pressao sobre as
paredes do recipiente.

1.1 Lei dos Gases Ideias/Equacao de Clapeyron

Um sistema estd em equilibrio termodindmico quando o estado macroscopico
de cada parte sua ndo evolui com o tempo. Logo, Pressdo e Temperatura podem
ser definidas para cada parte do gis em equilibrio termodinamico.

Podemos utilizar uma expresao que relaciona 3 funcdes de estado dos gases
ideais: Pressdo, Volume e Temperatura.

Veja:

Obs: n é o nimero de mols das moléculas gasosas e R € a constante dos
gases ideais. Onde R = 8,314 Jmol'K~!. Lembre-se de que T é medido na
escala universal, ou seja, em Kelvins. Veja que n é definido como:

n——
Nav

Onde N representa o nimero total de moléculas presentes no gis e Ny, € 0
Numero de Avogadro, que representa o nimero de particulas na quantidade de
1mol destas. N, = 6,02 x 1023 mol~!.



Outra observacao importante é que podemos fazer uso da constante de Boltz-
man kg. Veja:

R
kg =+ = 1,373 x 1072 J/K

av

Logo, outra forma de representar essa relacdao entre as 3 fungdes de estado P,
VeTé:
PV = NkpT

2 Lei Zero da Termodinamica

Corpos em equilibrio térmico encontram-se a mesma temperatura. Essa é
uma das consequéncias da Lei Zero da Termodinamica. Ela basicamente diz que
se um corpo A estd em equilibrio térmico com um corpo B e o corpo B estiver em
equilibrio térmico com um corpo C, entdo o corpo A também estd em equilibrio
térmico com C.

C pode aferir quando A e B estardo a mesma temperatura sem precisar que
estes entrem em contato. Essa definicdo nos permite fazer uso dos termometros
quando estamos com febre, por exemplo.

3 Energia Interna, Calor e Trabalho

Antes de explicitar o que significam essas grandezas, é importante que eu
explique pra vocé o que sdo fun¢des de estado e func¢des de caminho.

Basicamente, funcdes de estado sdo grandezas que dependem da configuracao
do sistema. Ou seja, vocé pode determind-las de acordo com a posi¢do desejada.
Elas podem ainda estar descritas em um grafico, onde a cada ponto, vocé terd um
valor determinado dessa funcao.

Fungdes de caminho ja ndo sdo tdo previsiveis assim. Nao sei se tem isso
onde vocé mora, mas na minha cidade tem aquelas vans que passam em frente
as casas vendendo ovos, os famosos carros do ovo (kk). Imagine que seu Liicio,
o dono do carro do ovo, tenha acabado de abastecer seu veiculo com 5 ovos e
comecou seu dia de trabalho. Tome que a cada rua que ele passe, até voltar a sua
casa novamente, seja certamente comprado 1 ovo.



Af eu te pergunto, jovem internauta, voc€ consegue determinar, com absoluta
certeza, a atual quantidade de ovos na van sé olhando onde a van estad?

A real € que ndo. Pois ndo existe um unico trajeto com especificas ruas até
seu Lucio voltar para casa. Ele estd em uma cidade que tem diversas ruas, ou
seja, ha diferentes possibilidades de combinacdes de ruas para compor o trajeto
de volta para casa. Assim, a quantidade atual de ovos nao € uma fun¢do de estado,
pois ela depende do caminho tomado por seu Licio. Isso porque assim, podere-
mos determinar a quantidade de ruas em que ele passou, e, consequentemente, a
quantidade de ovos comprados.

Dessa forma, funcdes de caminho sdo semelhantes a "funcdo quantidade de
ovos". Vocé precisa saber o caminho que ela percorreu para determina-la.

Dito isso, sigamos em frente!

3.1 Energia Interna

A energia interna € uma func¢do de estado, ou seja, voc€ pode encontra-la para
cada estado do seu sistema em estudo sem ter que se preocupar com o caminho.

Ela € definida como a soma de todas as energias microscopicas do seu sis-
tema. Ou seja, podemos somar todas as energias microscopicas cinéticas e poten-
ciais.

Vocé pode estar se perguntando: "Vitdria, o que sdo essas energias exata-
mente?".Vou tentar te explicar de forma simples.

Bom, as moléculas podem transladar, e quando poliatdmicas, girar e vibrar.
Esses movimentos sdo aleatérios e podemos associar a eles essa energia cinética
microscépica. Ja a energia potencial microscopica € devida a interacdes inter-
nas e externas do sistema em estudo. Por exemplo, as ligacdes quimicas entre os
contituintes e interagdes fortes nucleares sdo exemplos de interacdes internas. J4
quando vocé aplica um campo elétrico externo em um dielétrico, por exemplo,
causando eventuais estiramentos e rotacdes das moléculas, vocé tem uma inte-
racdo do seu sistema com o meio externo. Obs: essas energias potenciais sao
desprezadas no modelo dos gases ideais.

Segue uma expressao que sintetiza a energia interna:

U — ZEcin7micr + ZEpot,micr



3.2 Calor e Trabalho

Essas duas grandezas sdo varidveis de caminho (que nem a quantidade de
ovos, lembra?).

De repente, vocé possa se confundir as vezes com a diferenca entre calor e
trabalho. Bom, simplificadamente, os dois s@o formas de energia em transito.
Uma forma de diferencid-los é lembrar que calor depende de um gradiente de
temperatura para que exista, ja o trabalho ndo. Uma caracteristica do trabalho é
que ele esta relacionado com as caracteristicas mecanicas do sistema (expansdo e
compressao, por exemplo).

4 Primeira Lei da Termodinamica

Ela enuncia uma conservagdo de energia. Antes de te entregar a expressao,
vou te mostrar que € algo intuitivo. Pense que eu entreguei calor a um certo sis-
tema, 0 que se espera que aconteca é que o sistema realize certo trabalho (por
exemplo, expandindo) e guardando um pouco dessa energia (aumentando sua
energia interna).

Logo, podemos escrever a Primeira Lei da seguinte forma:

0 = Wes + AU

Irei usar a notagdo Wy, para citar o trabalho realizado pelo sistema e Wey
para citar o trabalho realizado por algo externo no sistema. Lembre que:

ngs = —Wen

Dessa forma, um outro jeito de escrever a Primeira Lei seria:

’AU:Q_“Wext‘




S Energia Interna

Como estamos trabalhando com gases ideais, podemos utilizar a consideracao
de que as interacOes intermoleculares sdo despreziveis. Dessa forma, a energia
interna do gas serd devida unicamente a energia cinética deste.

Pela Mecanica Estatistica temos, pelo Teorema da Equiparticao de Energia,
que, no equilibrio térmico, cada grau de liberdade da molécula contribui com

szT sobre a energia média da molécula.

Dessa forma, considerando apenas as energias cinéticas, temos como a Ener-
gia cinética média de cada molécula o caso geral:

— 1
Ecin,moléc = fEkBT

Obs: f representa o nimero de graus de liberdade da molécula em estudo.
Veja (os graus s@o acumulativos a cada enumeracdo da listagem seguinte):

- para gases ideais (monoatomicos) - translagdo do centro de massa em X, y e
z—f=3

- para gases diatémicos - 3 graus de liberdade translacionais mais 2 graus de
liberdade rotacionais — f=9§

-para altas temperaturas - 2 graus vibracionais de aproximacgdo e afastamento
das moléculas, um potencial e outro cinético — f=7

Podemos escrever entdo que:

U= NEcin,moléc

NkpT nRT PV




6 Cinética dos Gases

Vamos falar agora sobre a velocidade quadritica média. Ao tratarmos do gés
ideal (monoatomico, f = 3), podemos considerar que:

% nRT — Myot gds Vr%fns

2

Dessa forma,

Lembrando da expressdao da Massa Molar (M):

M= Myot,gds
n

[3RT
Vrms = 7

Importante notar que V,,,s € a raiz quadrada da média dos quadrados da velo-

cidade. Veja:
N 2
Vrms:V<V2>: —l:]\]] L

Assim, € necessario lembrar que a velocidade média do gas é nula, pois
as moléculas do gds se movimentam em todas as direcdes e de forma aleatoria.
Entretanto, V,,,; nao é nula, pois ela é dada pelo quadrado da velocidade de cada
molécula, quantidade esta positiva.

Outra forma de expressar a V,,,,s seria fazendo uso da P (pressdo) e p (densi-
dade do gds). Assim, expressando a equagdo dos gases ideais:

PV =nRT

Sendo:
. Myot,gds

Y



RT =

PM
p
Substituindo em
Vims = 1| XL
‘ M

[3P
Vims = -
P

Ha ainda uma outra opg¢ao para escrever Vs, que € fazendo uso da constante
de Boltzman kp. Lembre que:

R
kg =
N(lV

E sendo a massa de uma tinica molécula igual a:

_ Myor gas




7 Trabalho

Sabe-se que o trabalho realizado pelo gas é dado por
6Wext - Pex,dV.

Usamos delta mindsculo para representar a diferencial da varidvel trabalho
para lembrar de que se trata de uma funcao de caminho, precisando ter uma dife-
rencial inexata.

Talvez vocé ndo esteja acostumado com essa expressao, vou demonstra-la
pra vocé. Da mecanica cldssica, vocé pode ver que o trabalho infinesimal de uma
for¢a pode ser definido como:

6Wext - ﬁ . d)?

Sendo x o mdédulo do deslocamento sofrido pela massa em que € aplicada a forca.
Pela hidrostatica, as forcas exercidas por um fluido s@o sempre perpendicula-
res a sua superficie.
Assim, pense em um gas ocupando determinado volume. Se ele expandir um
pouquinho (muito pouco mesmo, pense infinitesimalmente), nas 3 dimensdes um
dX, vocé pode escrever o trabalho que ele exerce na sua vizinhanga como:

SW,y = Py A - d3

F,
Isto porque P = %.
Logo,

5Wext - Pexth

Uma observagdo € que podemos representar esse trabalho como sendo feito
pelo proprio gés, o nosso W gds, lembra? Dessa forma aqui:

Sngs = PoxrdV

Para que isso aconteca, € necessario que fagcamos uma consideragdo extrema-
mente importante na termodindmica: que 0 nosso processo € reversivel, ou seja,
quase-estatico. Vou te explicar melhor.

Na forma em que foi escrita a dltima equagdo, consideramos a pressao exer-
cida pelo gds congruente a pressdo externa. Podemos fazer isso quando ha uma



uma diferenca muito pequena (praticamente desprezivel) entre a pressdo do gas
e a externa. Isso acontece quando a pressdo externa € variada muito lentamente,
possibilitando que o gis entre diversas vezes em equilibrio com o meio externo.

Esse processo extremamente lento € denominado quase-estatico, uma ideali-
zacdo. Assim, pelo gas estar em equilibrio em todo 0 momento nesse processo
lento, podemos voltar ao inicio do processo de maneira lenta realizando o mesmo
trabalho inicial, caracterizando um processo reversivel. Entdo, sempre lembre,
para que se use a expressdo dW,4 = PoydV, 0 processo em estudo precisa ser
reversivel.

Para encontrar o trabalho total realizado pelo gas sobre um processo rever-
sivel, vocé pode integrar esta ultima equacgdo sobre todo o caminho. Irei chamar
a partir de agora P,,; de P, sendo P a pressdo do gés, que € igual a P,;, como
acabamos de ver. Assim:

Wegs = / PdV

E importante também se atentar ao sinal do trabalho. Lembre do sentido da
for¢a aplicada e o sentido do pequeno deslocamento de uma pequena massa de
gds. Quando os sentidos forem os mesmos, o trabalho serd positivo. Ja quando
forem contrarios, serd negativo. Assim, quando um gas expande, 0 Wy4 > 0 €
Wexr < 0. J4 quando o gés contrai, consideramos Wy, < 0 e W, > 0.

Como o trabalho € uma fun¢do de caminho, para os mesmo estados iniciais
e finais a gente pode ter diferentes trabalhos realizados. Sendo o trabalho depen-
dente de P e V, € muito comum recorrermos a diagramas P X V para que possamos
visualizar melhor o processo em estudo. Lembre-se de que isso s6 pode ser feito
para processos reversiveis, quase-estaticos. Caso ndo seja quase-estatico, nao te-
remos acesso aos dados de pressdo sobre os estados intermedidrios entre o estado
inicial e final.

Vamos particularizar agora e encontrar expressoes de trabalho para processos
conhecidos. Vem comigo!
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7.1 Processo isobarico - a pressao constante

V2
Welo = PdVv

Vi

Wpelo = PAV

Logo, pela Primeira Lei da Termodinamica,

Q= Wpelo +AU

|0 =PAV +AU

7.2 Processo isovolumétrico/isocorico - a volume constante

V2
Welo = Pdv =0

Vi

Wpelo =0

7.3 Processo isotérmico - a temperatura constante

Va gy v
Woelo = / PdV = nRT VT nRTlnv?

W elo — nRT In E
p Vi

11



Nessa situacdo, AU serd nulo, visto que é dependende de AT, como vimos.
Assim, a Primeira Lei da Termodinamica serd expressa como:

V2
=nRTIn—
O=n nV1

7.4 Processo adiabatico - sem troca de calor com o meio ex-
terno

Processos adiabaticos seguem a seguinte condi¢do:
PVY=c
Sendo ¢ uma constante. y € definido como:

_ 2
f

Sendo f o nimero de graus de liberdade, como vimos na se¢do 5 - Energia
Interna.

Obs: Fica como exercicio ao leitor provar que PV? = ¢. Dica: comege escre-
vendo a Primeira Lei da Termodinamica e lembre-se das expressdes que usamos
para energia interna.

V; _ _

V2 V2 1-y
W [ Pav=[" Sav=c|V
P Vi Y

Sendo ¢ = PV7,

2
Sendo y = f%,

Wpelo = g(Plvl _PZVZ)

12



Visto que € um processo adiabatico, Q = 0, logo:

AU:—éH%—&%)

Particularizando para gases ideais (f = 3):

3
Wpelo = E(Pl Vi _PZVZ)

3
AU =2 (PIVi = PaV2)

13



8 Relacao de Mayer

Chamamos de capacidade de calor de uma substincia a grandeza que relaci-
ona a quantidade de calor recebida por um corpo e a diferencial de temperatura
deste. Assim:

_ 90
- dT

Vamos encontrar agora a energia interna fazendo uso da Primeira Lei. Pode-
mos pensar em uma situagdao em que o trabalho € nulo, a volume constante:

Além da capacidade calorifica, ¢ comum usarmos também o calor especifico.
Pode-se dizer que a capacidade calorifica € o calor especifico multiplicado pela
quantidade de substancia, em massa (sélidos e liquidos) ou mols (gases). Veja:

C

Logo,

Y
C_de
_ %0
C_ndT

Assim, outra forma de representar a energia interna, agora em funcdo do calor

especifico, é:
dU = nce,dT

Vamos encontrar agora os valores de ¢, € ¢p.
Para c,, precisamos de um processo a volume constante. Assim, o trabalho
sera nulo. Sendo:

RAT
du = 2
2
Temos, pela Primeira Lei, que:
dQ =dU
Assim,
RdT
ne,dT = f ! >

14



Logo,

f

CV:_

2

Particularizando para os gases ideais, temos:

3
CVZER

Agora, vamos analisar o c¢;, o calor especifico a pressdo constante. Para um
processo reversivel a pressao constante, tem-se que:

50 = AU + 5W
RAT
nepdT = f=——+Pdv

Ao lembrar da Equagdo de Clapeyron, temos:

PdV = nRdT
Assim,
f+2
=~——R

Podemos particularizar c;, para os gases ideais, assim:

)

Agora, podemos chegar a Relacdo de Mayer, que diz que:

cp =cy+R

Faz sentido ¢, ser maior que c,, visto que a substincia submetida a um pro-
cesso isobdrico poderd sofrer um dV com a ocorréncia de d7, requerendo um
trabalho para isso.

Agora que vocé jd ta ligado na existéncia de ¢, e ¢,, vou te apresentar a
expressao mais famosa do y da transformacdo adiabdtica. Segue:

_%
Cy

Y

15



9 Experimento de Joule-Thomson (tampao poroso)

Antes de te apresentar a expressdo da entalpia, acredito que seja importante
contextualizar. Nesse experimento foi estudada uma expansdo estaciondria que
reduzia a pressdo do gds que passava pelo sistema através de um tampao poroso
de forma adiabatica, ou seja, com Q = 0.

Imagine a seguinte situagc@o, tem um tubo com um tampao poroso inicial-
mente. Eu coloco antes do tampao um pistdo A e depois do tampao um pistdo
B. No inicio o ar esté entre o pistdo A e o tampao poroso, ocupando um volume
Vi, a uma pressdo P,. Ja ao final do processo de bombeamento de gés, este terd
ultrapassado o tampao, terd empurrado o pistdo B para a direita e estard ocupando
um volume Vy a uma pressédo Pry.

Olhe agora apenas para a regido entre o pistio A e o tampao poroso. Vocé
tem que o trabalho realizado sobre o gas nessa compressao isobdrica € igual a:

Wa=P(0—V,) = —RY,

Agora, da mesma forma, olhe apenas para a regido entre o tampao poroso € o
pistdo B. Vocé tem que o trabalho realizado sobre o gis nessa expansdo isobdrica
éigual a:

Wp=P(Vy—0)=P;Vs

Logo, o trabalho total realizado sobre o gas pode ser contabilizado como:
Wiy =PiVi =RV

Agora, como o processo € adiabdtico, pela Primeira Lei da Termodinamica
temos:
AU = =W,y = BVi—PfVy

Ou seja,

Us —U; = BVi— P;V;

16



10 Entalpia

Fiz essa contextualizac¢do sobre o experimento de Joule-Thomsom pois o re-
sultado final encontrado nos dé a expressao da entalpia.
H=U;+PV;=Us+ PVy

Obs: esta tltima expressao nos enuncia a conservagao de entalpia em expan-
sOes estaciondrias através de um tampao poroso.
Define-se entalpia como:

H=U+PV

Importante lembrar que como é uma grandeza que depende de funcdes de
estado, a entalpia também € funcdo de estado.
Se vocé diferenciar a expressao da entalpia, pela regra da cadeia, t€m-se que:

dH = dU + PdV +VdP

Os dois primeiros termos do segundo lado da equagéo representam 8Q, de
acordo com a Primeira Lei, em um processo reversivel (lembre, s6 usamos PdV
para processos reversiveis). Assim,

dH = 80 +VdP

Em processos isobdricos reversiveis, temos:

dH = 8Q = C,dT

Este ultimo resultado € extremamente util. Isto porque experimentos realiza-
dos na Terra sdo geralmente realizados sobre pressao constante (pressao atmosfé-
rica). Ele enuncia que quando o processo for isobdrico e reversivel, a diferencial
de entalpia serd igual ao calor absorvido pela substancia em estudo. Esse resultado
€ constantemente usado pelos nossos amigos da Quimica, por exemplo.

17



Ha também uma outra forma de expressar a entalpia. Utilizando H =U + PV
H =nc,T +nRT =n(c, +R)T =nc,T

Logo,

H = nc,T

Dessa forma, assim como utilizamos muito o fato de que:

dU

d_T = ncy
Podemos usar agora também:

dH

ar ="

Obs: H4 algo muito interessante acerca do experimento de Joule-Thomson.
Podemos usar o0 mesmo raciocinio da conservacao de entalpia no escoamento es-
taciondrio de gas de forma adiabdtica em escoamentos estaciondrios de fluidos.
Por exemplo, pense em um fluido de densidade igual a:

P:V

Se vocé considerar em unidades de massa de fluido,

V=-—
P

E a entalpia, também em unidades de massa de fluido, ficard definida como:
P
H=u+—
p

Sendo u a energia interna do fluido por unidade de massa. Para fluidos em

movimento sobre o campo gravitacional, precisamos acrescentar termos de ener-
2

gia cinética e potencial, também em unidades de massa, > e gz.

18



Chegamos a uma forma geral da equagdo de Bernoulli, considerando flui-
dos compressiveis, da Hidrodindmica. O curioso € que essa grandeza também se
conserva:

V2

5 + 8z

P
h=u+—+
p

Obs: E, galera, chegamos ao fim da nossa aula. Espero que vocé tenha apren-
dido coisas novas aqui. A jornada de estudos para olimpiadas pode ser dificil, mas
acredite, vale a pena! Se vocé vé que isso € o que voce realmente quer, dé seu ma-
Ximo e corra atras, eu acredito em vocé! Nio deixe de fazer a listinha, vocé ira
aprender bastante coisa e € nas questdes que a gente verifica se realmente apren-
deu. Bons estudos e até a proxima aula :)

Frase motivacional de hoje:

"A melhor maneira de transformar sonhos em realidade € acordar e realiza-los
com audacia e valentia- Mae Jeminson.
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11 Divirta-se! :)
Questao 1 - Relacao de Mayer e aquecimento de gas (Brasil)*

(a) Para um gés ideal, mostre que o calor especifico molecular a volume cons-
tante (c,) e a pressdo constante (c,) estdo relacionados pela relacdo de Mayer:

cp=cy+R

onde k; € a constante de Boltzman.

(b) Considere um gas ideal monoatdmico a temperatura e pressio respectivas de
To =300 K e Py = 1.10° Pa. Um laser pulsado é focalizado na amostra de gis
e transfere a esta uma energia E para um pequeno volume V em 10~ segundos.
Se ndo hda aumento de volume durante este curto periodo de tempo, mostre que
) E T; E
a pressdo varia de AP = (y— 1)V e a temperatura em AT = ITO(}/— 1)‘7, onde
0

_%

Cy

Y

Questao 2 - (Brasil) **
Considere um sistema fisico de massa m cuja energia interna é dada pela expres-
sao:

T

U(T) =R —

(D

em que 7, representa uma temperatura critica caracteristica do sistema, R € a cons-
tante universal dos gases e 7' a sua temperatura.

a) Calcule a expressdo do calor especifico do material ¢(7T') a temperatura 7.

b) Determine os valores limites quando 7 < T, e T > T,.

c¢) Calcule a quantidade de calor que precisa ser fornecida ao sistema para aqueceé-
lo desde a temperatura 7, até a temperatura 27.. Considere que a variacdo de

volume do material é desprezivel.

20



Questao 3 - Caixa de fotons (Canada) ***

Um gés ideal composto por fotons estd em uma caixa de dimensdes L x L x L.
A pressdo, o volume e a energia total do gds sdo dados pelas varidveis de estado
P,V e U, respectivamente. O f6ton carrega uma quantidade de momento p e uma
quantidade de energia E. Essas duas quantidades fisicas se relacionam conforme
a equacao £ = pc.

Mostre que um gas de f6tons satisfaz a seguinte equagdo de estados

PV—U
3

21



12 Gabarito

Questao 1 - Relacao de Mayer e aquecimento de gas (Brasil)*
(a) Demonstracao.

(b) Demonstragao.

Questao 2 - (Brasil) **

a)
T. 2 ele/T
0=r(7)
b)
0;5
m
c)
1/2
0=RTS
e—1

Questao 3 - Caixa de fotons (Canada) ***

Demonstragao.
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