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1 Definicao de Movimento Harmonico Sim-
ples

Movimentos harmonicos sao movimentos regidos por fungoes harmonicas,
ou, fungoes seno e cosseno. O nome simples se dé pelo fato de nao se con-
siderar atrito ou resisténcia do ar. De forma mais simplificada, o Movi-
mento Harmoénico Simples (MHS) é um movimento oscilatério ideal regido
por equagoes senodais e cossenoidais.
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Figura 1: Exemplo de MHS

2 Equacao Caracteristica

Um Movimento Harmonico Simples pode ser descrito por uma equacao
comum a todos esses tipos de movimento. Adotaremos a partir daqui uma
notacao mais formal, chamada de notacao de Newton. Assim, definiremos
como:

e x = Posicao da particula
e 1 = Derivada temporal da posicao = Velocidade da particula.
e 7 = Derivada temporal segunda da posicao = Acelerecao da Particula

Assim, podemos escrever a segunda lei de Newton como

—

F=mzx

Um exemplo de MHS bem conhecido é o representado na figura anterior,
um oscilador massa-mola horizontal. Escrevendo a segunda lei, temos que



—

F=mi=—ki

Dividindo ambos os lados pela a massa, temos:

i=—wiz (1)

Onde w? 6 igual a % Essa equacao representa um tipo de MHS, mas

nao necessariamnete a fungao que estd variando é a posicao e nem sempre
wi é igual a % Como assim?. A resposta é simples, um MHS é identificado
quando sua equagao é dada por

a=—c.a (2)

onde a é uma grandeza qualquer e ¢ uma constante qualquer. Vejamos
alguns exemplos de MHS.

2.1 Massa-mola vertical

Imaginemos uma mola (constante eldstica k) presa ao teto e em sua extre-
midade um bloco de massa m, em sua posigao de equilibrio. Se puxarmos o
bloco para baixo, a enlogacao da mola mudara e se tornard maior que o peso,
trazendo o bloco para cima. Quando o bloco chega em sua altura maxima,
a compressao da mola é maxima, empurrando o bloco para baixo. Vamos
analisar esse movimento.
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Escrevendo a segunda lei, temos
my = mg — ky

onde y é a posicao vertical da particula em relacao ao teto. Perceba que
essa equacao nao estd como o modelo apresentado, entao o que faremos?

Definiremos que
_mg

assim,

Y=Y

Y="%o
lembre-se que a derivada de uma constante é nula.

Basicamente, o que foi feito foi considerar como a origem do nosso eixo
vertical o ponto %2. Entao, substituindo os valores na equacao, temos

. mg
myo = mg — k<7 + o)
que é equivalante a
Yo = —W(Z)yo (3)

onde w? ¢ igual a ¢ que é uma constante. Agora, nossa equacao estd de

acorodo com a equacao caracteristica, mostrando que esse tipo de movimento
é um MHS.



2.2 Peéndulo Simples

Imaginemos um péndulo simples, isto é uma corda de comprimento [ presa
ao teto e em sua extremidade inferior uma bolinha de massa m. Se puxarmos
o fio um pouco para a direita e soltarmos, o sistema entrard em oscilacao.
Essa oscilacao é um MHS?

Onde o L é o momento angular. A definicao do momento angular é um
produto vetorial

-

L=7xp
Onde p é o momento linear. Esse produto vetorial pode ser calculado como
- T
|L| = mrvsin 5 = mr
Perceba que v é perpendicular ao vetor posicao, portanto podemos definir
v=dr
Assim,
d|L] _
dt
analisando em relacao ao ponto fixo no teto, a unica forca que realiza

torque é o peso e em especifico, a componente do peso perpendicular ao fio.
Com isso, o torque resultante sera

mr’d

T =ml*>® = —mglsin ®



Vocé deve estar se perguntando de onde vem esse sinal de menos. Bem, a
componente da forca peso que estamos analisando tende a diminuir o theta, é
uma forca de carater restauradora, como a forca eldstica. Forcas restaurado-
ras sao forcas que reiniciam o movimento quando ele para. Para exemplificar,
levando em conta o massa-mola horizontal, quando o corpo chega no ponto
de compressao maxima sua velocidade é nula mas a presenca da forca elastica
restaura esse movimento empurrando o bloco para a frente.

Portanto, nossa equagao do pendulo simples ficou

d=—wlsind (4)

Essa equacao nao esta de acordo com nosso modelo caracteristico. O que
faremos? Ora, tomaremos mao de uma aproximacao bem convincente de que
para pequenos angulos sin ® ~ ¢ (essa aproximacao pode ser justificada pela
série de Taylor.) Assim, podemos escrever nossa equagao para o péndulo
como

d=—w2d (5)

Que esta de acordo com nossa equagao. Logo para pequenos angulos, o

pendulo simples pode ser considerado um MHS,; onde a constante w2 vale

wr=1
g



3 Associacao ao Movimento Circular Uniforme
(MCU)

Uma anélise interessante é perceber que um MHS pode ser representado
como a projecao da sombra de um corpo realizando um MCU. Veja na figura:

Figura 2: Representacao do MHS como projecao de um MCU

Perceba que se colocarmos uma fonte de luz em cima da particula em
movimento sua sombra ird oscilar como um MHS! Com tal ideia, faremos
um estudo mais aprofundado das equacoes que regem um MHS. Para isso,
consideremos a imagem abaixo:

Figura 3: Andlise das equagbes de movimento

Analisando primeiramente a velocidade, percebemos que ela (velocidade
do MCU, que chamarei de v7) faz um angulo ¢ com a vertical. Assim, iremos
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decompor a velocidade no nosso eixo de interesse, o eixo x, onde a projecao
do nosso MCU ocorre. Logo,

vr = wolR
E, sabemos que em um MCU o angulo pode ser escrita na forma
© = o + wol

Onde ¢y é um angulo inicial qualquer.
Assim, podemos escrever nossa velocidade de interesse como:

vy = woRsin (@) = woR sin (g + wot)

Adotaremos como positivo o lado direito do eixo Ox e negativa o lado
esquerdo do mesmo. Assim, como nossa velocidade aponta para a esquerda
do eixo Ox, acrescentaremos um sinal de menos e chamaremos o raio da
circunferéncia de Amplitude do MHS. A amplitude (A) é definida como
ponto de maior distanciamento da origem do nosso eixo. Com isso, nossa
equacao para a velocidade de um MHS fica:

v(t) = —wpAsin (wot + o) (6)

Para acharmos a aceleracao e a velocidade do nosso movimento podemos
utilizar os conhecimentos basicos de derivada e integral. Sabemos que:

dz
dt

U=

Deixando o formalismo vetorial de lado, seguiremos com

d
U:d—j:; dx = vdt

v t

T — T, = / v(t)dt = / —wo A sin (w,t)dt
V0 to

Adotaremos que tg = 0 e ajustaremos o nosso ry com a nossa fase inical.

Portanto, lembrando que wy e A saem da integral (constantes) e sabendo que

cos (wot)
w,

a integral de -seno em questao vale , temos que:

x(t) = Acos (wot + ¢o) (7)

Para a aceleragao iremos somente derivar a velocidade. Logo, lembrando
da regra da cadeia e de que a derivada de -seno é -cosseno, acharemos:



a(t) = —Awg cos (wot + @) (8)

Outro resultado que podemos tirar do MCU ¢ a relagao do periodo com
a frequéncia angular (wp). Com isso, sabemos que:

_27T

T (9)

Wo

O omega é a constante que multiplica a grandeza de estudo!
Entao, para um massa-mola, temos que o nosso periodo sera de:

[k
Wy = —
m
m
T =21y — 10
o/ (10)
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Para o péndulos simples

T =2my|— (11)




4 Exemplos

Vejamos como esse assunto pode ser cobrado:

4.0.1 Exemplo 1 (ITA 2011)

Por diversas vezes em um problema de MHS precisamos analisar cau-
telosamente o sistema e verificar quais forcas sao de fato importantes para
descricao do nosso movimento. E comum termos que usar aproximacoes,
as vezes até aproximacoes grosseiras, mas se a questao assim nos pede, nao
titubiemos. Vejamos o exemplo abaixo:

Sobre uma mesa sem atrito, uma bola de massa M é presa por duas
molas alinhadas, de constante de mola k e comprimento natural [y, fixadas
nas extremidades da mesa. Entao, a bola é deslocada a uma distancia x
na direcao perpendicular a linha inicial das molas, como mostra a figura,
sendo solta a seguir. Obtenha a aceleracao da bola, usando a aproximacao
(14 a)* = 1 + aa para a muito pequeno.

Solucgao:

Perceba que devido a simetria do problema as componentes horizontais
das forcas eldsticas se anulam, sobrando como forca resultante as duas com-
ponentes do eixo vertical. Equacionando temos:

Mi = —2kAxsinf

Onde theta é o angulo entre a mola e o eixo horizontal. Para acharmos Ax
utilizaremos o teorema de pitagoras. Portanto, o comprimeto final da mola
(xf) sera:
ah =13+ = (I +x2)%
Assim, Az sera
Ar =zxp— a9 = (1[2)4—:172)% — 1y
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Colocando o [y em evidéncia e utilizando a aproximacao dada no enunciado,

chegaremos que:

£L‘2

2

Agora, precisamos achar quanto vale sinf. Pelo triangulo temos que:

Az

X

sinf = ——
(I + =2)2

colocando novamente o [y em evidéncia, acharemos:

w(3 +2%)7
lo

sinf =

Utilizando novamente a aproximacao, encontraremos:
3
2l

desprezando o termo mais a direita (essa aproximagao se fazia necessaria para
chegar ao item correto e adotaremos que o comprimento inicial da mola é
muito maior que x. Como disse, aproximacoes que podem parecer um tanto
bizarras.) Retomando, achamos que

sinf = xly —

sin = zly

Da equagao da forca resultante, acharemos que

i kAzxsinf
r=2—
M
Substituindo os valores encontrados:
.2
i =
M3
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4.0.2 Exemplo 2 (IME 2020)

Um foguete desloca-se com aceleracao constante a, que forma um angulo «
com a vertical, como mostra a figura, em uma regiao cujo campo gravitacional
local é g. No interior do foguete ha um péndulo simples de comprimento L.
Na condicao de equilibrio, o periodo 7 do péndulo para oscilacoes de pequenas
amplitudes vale:

5 s

Péndulo

Figura 4: Figura do Foguete

Solucao Esse exemplo aborda uma ideia interessante e 1til para resolver
diversas questoes: a gravidade efetiva. Vimos que o peridodo do péndulo
depende somente do comprimento do fio e da gravidade local. Quando temos
um referencial acelerado podemos calcular a gravidade efetiva pela lei dos
cossenos e coloca-la na formula do périodo. Entao, pela lei dos cossenos,
acharemos que o médulo da nossa gravidade efetiva(g.) serd dada por:

93 :92+a2+2agcosoz; Je = \/g2+a2—|—2agcos&

Substituindo na férmula do periodo, encontraremos que:

L L
T =2my|— =|2m
Je Vg% + a2 + 2agcosa

5 Energia no MHS

Pela definicao de um Movimento Harmonico simples, nao ha forcas dis-
sipativas, logo a energia total do sistema se conserva! Assim, esse fato
pode ser usado para resultados diversos, como encontrar a velocidade em de-
terminado ponto, mas a utilizaremos para chegar na equacao caracteristica
de um MHS através de sua derivada com relagao ao tempo, que serd nula.
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Para um sistema massa-mola horizontal, podemos aferir que:

ka? i?
E=— —
> Ty
Derivadando em relagdo ao tempo (lembre-se da regra da cadeia), temos:
dE
pri kxz +mai =0
Simplificando e divindo ambos os lados pela a massa, chegaremos que:
kx
—+1=0
m
—wir = i

Que é a nossa equacao caracteritisca. O uso da Energia para a andlise de
um MHS é poderosa e facilita a resolucoes de problemas onde a analise das
forgas é complexa. Assim, chegando na equacgao carcteritisca é simples achar
o perido e 0 nosso omega.

6 Massa reduzida (p)

Imaginemos um sistema, isolado de forcas externas, composto por 2 mas-
sas mq e my.

Figura 5: Sistema isolado

Chamei de 71 o vetor posicao da particula 1, 73 o vetor posi¢ao da particula
2 e 7, o vetor relativo entre as massas. Vamos supor que haja uma forga in-
terna entre os corpos, como por exemplo uma forca elétrica ou gravitacional.
Equacionando tudo isso, temos que:
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— — —

Tp =179 —T
ﬁ+ﬁ2:0

Se derivarmos em relagao ao tempo a primeira equacao 2 vezes, chegare-
mos que:
ar = a9y — 4
Onde a, ¢ a aceleragao relativa, a; a aceleragao do corpo 1 e ay a aceleracao
do corpo 2. Expandindo a equacgao das forgas e susbtituindo as por a, + ay
achamos que:

Fy =myay; Fy = mady = mo(d, + a)

Substituindo a; por Ti—ll e substituindo F} por —F; temos,

Isolando F5 encontramos que

1+ —)=meay; Fy=—-—"
2( ml) 2 2 m1+m2

mims

Definindo % como nossa massa reduzida (p) concluiremos que:

—

Fy = na, (12)

Basicamente, essa poderesa equacao nos diz que, ao olharmos para o re-
ferencial de uma das massas, hd uma conpesacao na massa da outra para
que a forca seja a mesma. Assim, com a equacao da forca é trivial achar-
mos o periodo de oscilagao ou outras informacoes caracteristicas do nosso
movimento.
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7 Para treinar e se divertir

7.1 Oscilacao dupla*

Dois blocos de massa m; e ms sao ligados por uma mola de rigidez k. A
mola estd comprimida com a ajuda de dois fios, como mostra a figura. Os
fios sao queimados. Determine o periodo de oscilacoes dos blocos.

m, IR m,

I

LI VIS S 7T

7.2 Oscilagao termodinamica™**

A figura mostra um cilindro com paredes adiabaticas que contém um gas
ideal e no seu centro existe um émbolo mével de massa m. Sabendo que a
pressao inicial do gas em cada lado é P, A corresponde a area do émbolo e L o
comprimento indicado na figura. Calcule o periodo para pequenas oscilagoes,
despreze quaisquer atritos do sistema e use, caso necessario, (1 + z)" =
14nx , para x muito menor que 1. Nota: os processos gasosos podem ser
considerados isotérmicos
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7.3 Péndulo acelerado*®

Determine o periodo das pequenas oscilagoes de um péndulo simples de
comprimento L=21 cm suspenso num ponto O que se move aceleradamente
com valor w = 2. A aceleragao w faz um angulo 120°com g.

7.4 O Método de Ruchardt ***

O Método de Ruchardt pode ser empregado para determinar o coeficiente
de Poisson v = (z—i), isto é, a relacao entre os coeficientes de calor especifico
com pressao e com volume constante, envolvendo transformagoes adiabaticas.
Utilizando um balao de vidro com ar em seu interior, ajusta-se uma bolinha
metdlica de raio a e massa m, que veda a boca do balao. Na posi¢ao x = 0
a bolinha encontra-se em equilibrio e o balao de vidro tem um volume VO .
Ao ser deslocada na vertical de sua posicao de equilibrio a bolinha move-se,
executando oscilagoes em um movimento harmonico simples.

a
—> [—

. 9l

Considerando o atrito desprezivel, mostre que o periodo de oscilagao em
funcao das varidveis do problema é dado por:

o2 M
a\l vP
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7.5 Oscilacao Radial ****

Um corpo de massa m é conectado por uma mola num ponto O sobre
uma superficie horizontal, sobre a qual o corpo pode se mover sem atritos.

O comprimento relaxado da mola é [y e sua constante eldstica é k. Num
dado instante, a distancia do corpo até o ponto O é r. Suponha que se faca
o corpo girar com frequéncia angular wy e no instante inicial ele nao possui
nenhuma componente radial de velocidade.

a) Calcule o raio de equilibrio » = 7 para o qual o corpo realiza movi-
mento circular em torno de O.

Expresse ry em termos de m,k,ly e w.

b) Calcule o periodo de pequenas oscilagbes radiais do corpo em relagao
ao raio de equilibrio 7. Imagine que inicialmente o corpo se encontrava em
movimento circular em ry e com velocidade angular wy quando uma pequena
perturbacao radial fez com que ela comegasse a oscilar. Dé o resultado em
fungao de k,m e wy Vocé pode precisar usar que (1+x)" =1+ nz se z << 1

7.6 Gabaritos

NT= QW\/—rﬁﬂi

2) T =2m ) 5~ PA

3) 0,8s

4) Demosntragao.

5)a) o= g b) T = 2

m
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