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1 Definição de Movimento Harmônico Sim-

ples

Movimentos harmônicos são movimentos regidos por funções harmônicas,
ou, funções seno e cosseno. O nome simples se dá pelo fato de não se con-
siderar atrito ou resistência do ar. De forma mais simplificada, o Movi-
mento Harmônico Simples (MHS) é um movimento oscilatório ideal regido
por equações senodais e cossenoidais.

Figura 1: Exemplo de MHS

2 Equação Caracteŕıstica

Um Movimento Harmônico Simples pode ser descrito por uma equação
comum a todos esses tipos de movimento. Adotaremos a partir daqui uma
notação mais formal, chamada de notação de Newton. Assim, definiremos
como:

• x = Posição da part́ıcula

• ẋ = Derivada temporal da posição = Velocidade da part́ıcula.

• ẍ = Derivada temporal segunda da posição = Acelereção da Part́ıcula

Assim, podemos escrever a segunda lei de Newton como

F⃗ = m⃗̈x

Um exemplo de MHS bem conhecido é o representado na figura anterior,
um oscilador massa-mola horizontal. Escrevendo a segunda lei, temos que
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F⃗ = m⃗̈x = −kx⃗

Dividindo ambos os lados pela a massa, temos:

ẍ = −ω2
0x (1)

Onde ω2
0 é igual a k

m
. Essa equação representa um tipo de MHS, mas

não necessariamnete a função que está variando é a posição e nem sempre
ω2
0 é igual a k

m
. Como assim?. A resposta é simples, um MHS é identificado

quando sua equação é dada por

ä = −c.a (2)

onde a é uma grandeza qualquer e c uma constante qualquer. Vejamos
alguns exemplos de MHS.

2.1 Massa-mola vertical

Imaginemos uma mola (constante elástica k) presa ao teto e em sua extre-
midade um bloco de massa m, em sua posição de equiĺıbrio. Se puxarmos o
bloco para baixo, a enlogação da mola mudará e se tornará maior que o peso,
trazendo o bloco para cima. Quando o bloco chega em sua altura máxima,
a compressão da mola é máxima, empurrando o bloco para baixo. Vamos
analisar esse movimento.
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Escrevendo a segunda lei, temos

mÿ = mg − ky

onde y é a posição vertical da part́ıcula em relação ao teto. Perceba que
essa equação não está como o modelo apresentado, então o que faremos?
Definiremos que

y =
mg

k
+ y0

assim,
ẏ = ẏ0

ÿ = ÿ0

lembre-se que a derivada de uma constante é nula.
Basicamente, o que foi feito foi considerar como a origem do nosso eixo

vertical o ponto mg
k
. Então, substituindo os valores na equação, temos

mÿ0 = mg − k(
mg

k
+ y0)

que é equivalante a

ÿ0 = −ω2
0y0 (3)

onde ω2
0 é igual a mg

k
que é uma constante. Agora, nossa equação está de

acorodo com a equação caracteŕıstica, mostrando que esse tipo de movimento
é um MHS.
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2.2 Pêndulo Simples

Imaginemos um pêndulo simples, isto é uma corda de comprimento l presa
ao teto e em sua extremidade inferior uma bolinha de massa m. Se puxarmos
o fio um pouco para a direita e soltarmos, o sistema entrará em oscilação.
Essa oscilação é um MHS?

Dos conhecimentos de torque e momento angular, lembre-se que

|τ | = d|L⃗|
dt

Onde o L⃗ é o momento angular. A definição do momento angular é um
produto vetorial

L⃗ = r⃗ × p⃗

Onde p⃗ é o momento linear. Esse produto vetorial pode ser calculado como

|L⃗| = mrv sin
π

2
= mrv

Perceba que v é perpendicular ao vetor posição, portanto podemos definir

v = Φ̇r

Assim,
d|L⃗|
dt

= mr2Φ̈

analisando em relação ao ponto fixo no teto, a única força que realiza
torque é o peso e em espećıfico, a componente do peso perpendicular ao fio.
Com isso, o torque resultante será

τ = ml2Φ̈ = −mgl sinΦ
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Você deve estar se perguntando de onde vem esse sinal de menos. Bem, a
componente da força peso que estamos analisando tende a diminuir o theta, é
uma força de caráter restauradora, como a força elástica. Forcas restaurado-
ras são forcas que reiniciam o movimento quando ele para. Para exemplificar,
levando em conta o massa-mola horizontal, quando o corpo chega no ponto
de compressão máxima sua velocidade é nula mas a presença da força elástica
restaura esse movimento empurrando o bloco para a frente.

Portanto, nossa equação do pendulo simples ficou

Φ̈ = −ω2
0 sinΦ (4)

Essa equação não está de acordo com nosso modelo caracteŕıstico. O que
faremos? Ora, tomaremos mão de uma aproximação bem convincente de que
para pequenos angulos sinΦ ≈ Φ (essa aproximação pode ser justificada pela
série de Taylor.) Assim, podemos escrever nossa equação para o pêndulo
como

Φ̈ = −ω2
0Φ (5)

Que está de acordo com nossa equação. Logo para pequenos ângulos, o
pendulo simples pode ser considerado um MHS, onde a constante ω2

0 vale
ω2 = l

g
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3 Associação ao Movimento Circular Uniforme

(MCU)

Uma análise interessante é perceber que um MHS pode ser representado
como a projeção da sombra de um corpo realizando um MCU. Veja na figura:

Figura 2: Representação do MHS como projeção de um MCU

Perceba que se colocarmos uma fonte de luz em cima da part́ıcula em
movimento sua sombra irá oscilar como um MHS! Com tal ideia, faremos
um estudo mais aprofundado das equações que regem um MHS. Para isso,
consideremos a imagem abaixo:

Figura 3: Análise das equações de movimento

Analisando primeiramente a velocidade, percebemos que ela (velocidade
do MCU, que chamarei de v⃗T ) faz um ângulo φ com a vertical. Assim, iremos
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decompor a velocidade no nosso eixo de interesse, o eixo x, onde a projeção
do nosso MCU ocorre. Logo,

vT = ω0R

E, sabemos que em um MCU o angulo pode ser escrita na forma

φ = φ0 + ω0t

Onde φ0 é um angulo inicial qualquer.
Assim, podemos escrever nossa velocidade de interesse como:

vx = ω0R sin (φ) = ω0R sin (φ0 + ω0t)

Adotaremos como positivo o lado direito do eixo Ox e negativa o lado
esquerdo do mesmo. Assim, como nossa velocidade aponta para a esquerda
do eixo Ox, acrescentaremos um sinal de menos e chamaremos o raio da
circunferência de Amplitude do MHS. A amplitude (A) é definida como
ponto de maior distanciamento da origem do nosso eixo. Com isso, nossa
equação para a velocidade de um MHS fica:

v(t) = −ω0A sin (ω0t+ φ0) (6)

Para acharmos a aceleração e a velocidade do nosso movimento podemos
utilizar os conhecimentos básicos de derivada e integral. Sabemos que:

v⃗ =
dx⃗

dt

Deixando o formalismo vetorial de lado, seguiremos com

v =
dx

dt
; dx = vdt

x− xo =

∫ v

v0

v(t)dt =

∫ t

t0

−ω0A sin (ωot)dt

Adotaremos que t0 = 0 e ajustaremos o nosso x0 com a nossa fase inical.
Portanto, lembrando que ω0 e A saem da integral (constantes) e sabendo que

a integral de -seno em questão vale cos (ω0t)
ω0

, temos que:

x(t) = A cos (ω0t+ φ0) (7)

Para a aceleração iremos somente derivar a velocidade. Logo, lembrando
da regra da cadeia e de que a derivada de -seno é -cosseno, acharemos:

8



a(t) = −Aω2
0 cos (ω0t+ φ0) (8)

Outro resultado que podemos tirar do MCU é a relação do peŕıodo com
a frequência angular (ω0). Com isso, sabemos que:

T =
2π

ω0

(9)

O omega é a constante que multiplica a grandeza de estudo!
Então, para um massa-mola, temos que o nosso peŕıodo será de:

ω0 =

√
k

m

T = 2π

√
m

k
(10)

Para o pêndulos simples

ω0 =

√
g

l

T = 2π

√
l

g
(11)
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4 Exemplos

Vejamos como esse assunto pode ser cobrado:

4.0.1 Exemplo 1 (ITA 2011)

Por diversas vezes em um problema de MHS precisamos analisar cau-
telosamente o sistema e verificar quais forças são de fato importantes para
descrição do nosso movimento. É comum termos que usar aproximações,
as vezes até aproximações grosseiras, mas se a questão assim nos pede, não
titubiemos. Vejamos o exemplo abaixo:

Sobre uma mesa sem atrito, uma bola de massa M é presa por duas
molas alinhadas, de constante de mola k e comprimento natural l0, fixadas
nas extremidades da mesa. Então, a bola é deslocada a uma distância x
na direção perpendicular à linha inicial das molas, como mostra a figura,
sendo solta a seguir. Obtenha a aceleração da bola, usando a aproximação
(1 + a)α ≈ 1 + αa para a muito pequeno.

Solução:
Perceba que devido a simetria do problema as componentes horizontais

das forças elásticas se anulam, sobrando como força resultante as duas com-
ponentes do eixo vertical. Equacionando temos:

Mẍ = −2k∆x sin θ

Onde theta é o ângulo entre a mola e o eixo horizontal. Para acharmos ∆x
utilizaremos o teorema de pitágoras. Portanto, o comprimeto final da mola
(xf ) será:

x2
f = l20 + x2;xf = (l20 + x2)

1
2

Assim, ∆x será
∆x = xf − x0 = (l20 + x2)

1
2 − l0
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Colocando o l0 em evidência e utilizando a aproximação dada no enunciado,
chegaremos que:

∆x =
x2

2l0

Agora, precisamos achar quanto vale sin θ. Pelo triangulo temos que:

sin θ =
x

(l20 + x2)
1
2

colocando novamente o l0 em evidência, acharemos:

sin θ =
x(l20 + x2)

−1
2

l0

Utilizando novamente a aproximação, encontraremos:

sin θ = xl0 −
x3

2l0

desprezando o termo mais a direita (essa aproximação se fazia necessária para
chegar ao item correto e adotaremos que o comprimento inicial da mola é
muito maior que x. Como disse, aproximações que podem parecer um tanto
bizarras.) Retomando, achamos que

sin θ = xl0

Da equação da força resultante, acharemos que

ẍ = 2
k∆x sin θ

M

Substituindo os valores encontrados:

ẍ =
x3

Ml20
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4.0.2 Exemplo 2 (IME 2020)

Um foguete desloca-se com aceleração constante a, que forma um ângulo α
com a vertical, como mostra a figura, em uma região cujo campo gravitacional
local é g. No interior do foguete há um pêndulo simples de comprimento L.
Na condição de equiĺıbrio, o peŕıodo τ do pêndulo para oscilações de pequenas
amplitudes vale:

Figura 4: Figura do Foguete

Solução Esse exemplo aborda uma ideia interessante e útil para resolver
diversas questões: a gravidade efetiva. Vimos que o peŕıdodo do pêndulo
depende somente do comprimento do fio e da gravidade local. Quando temos
um referencial acelerado podemos calcular a gravidade efetiva pela lei dos
cossenos e colocá-la na fórmula do périodo. Então, pela lei dos cossenos,
acharemos que o módulo da nossa gravidade efetiva(ge) será dada por:

g2e = g2 + a2 + 2ag cosα; ge =
√

g2 + a2 + 2ag cosα

Substituindo na fórmula do peŕıodo, encontraremos que:

T = 2π

√
L

ge
= 2π

√
L√

g2 + a2 + 2ag cosα

5 Energia no MHS

Pela definição de um Movimento Harmônico simples, não há forças dis-
sipativas, logo a energia total do sistema se conserva! Assim, esse fato
pode ser usado para resultados diversos, como encontrar a velocidade em de-
terminado ponto, mas a utilizaremos para chegar na equação caracteŕıstica
de um MHS através de sua derivada com relação ao tempo, que será nula.
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Para um sistema massa-mola horizontal, podemos aferir que:

E =
kx2

2
+m

ẋ2

2

Derivadando em relação ao tempo (lembre-se da regra da cadeia), temos:

dE

dt
= kxẋ+mẋẍ = 0

Simplificando e divindo ambos os lados pela a massa, chegaremos que:

kx

m
+ ẍ = 0

−ω2
0x = ẍ

Que é a nossa equação caracteŕıtisca. O uso da Energia para a análise de
um MHS é poderosa e facilita a resoluções de problemas onde a análise das
forças é complexa. Assim, chegando na equação carcteŕıtisca é simples achar
o peŕıdo e o nosso omega.

6 Massa reduzida (µ)
Imaginemos um sistema, isolado de forças externas, composto por 2 mas-

sas m1 e m2.

Figura 5: Sistema isolado

Chamei de r⃗1 o vetor posição da part́ıcula 1, r⃗2 o vetor posição da part́ıcula
2 e r⃗r o vetor relativo entre as massas. Vamos supor que haja uma força in-
terna entre os corpos, como por exemplo uma força elétrica ou gravitacional.
Equacionando tudo isso, temos que:
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r⃗r = r⃗2 − r⃗1

F⃗1 + F⃗2 = 0

Se derivarmos em relação ao tempo a primeira equação 2 vezes, chegare-
mos que:

a⃗r = a⃗2 − a⃗1

Onde ar é a aceleração relativa, a1 a aceleração do corpo 1 e a2 a aceleração
do corpo 2. Expandindo a equação das forças e susbtituindo a2 por ar + a1
achamos que:

F⃗1 = m1a⃗1; F⃗2 = m2a⃗2 = m2(a⃗r + a⃗1)

Substituindo a⃗1 por F⃗1

m1
e substituindo F1 por −F2 temos,

F⃗2 = m2(a⃗r −
F⃗2

m1

)

Isolando F2 encontramos que

F⃗2(1 +
m2

m1

) = m2a⃗r; F⃗2 =
m1m2

m1 +m2

a⃗r

Definindo m1m2

m1+m2
como nossa massa reduzida (µ) concluiremos que:

F⃗2 = µa⃗r (12)

Basicamente, essa poderesa equação nos diz que, ao olharmos para o re-
ferencial de uma das massas, há uma conpesação na massa da outra para
que a força seja a mesma. Assim, com a equação da força é trivial achar-
mos o peŕıodo de oscilação ou outras informações caracteŕısticas do nosso
movimento.
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7 Para treinar e se divertir

7.1 Oscilação dupla*

Dois blocos de massa m1 e m2 são ligados por uma mola de rigidez k. A
mola está comprimida com a ajuda de dois fios, como mostra a figura. Os
fios são queimados. Determine o peŕıodo de oscilações dos blocos.

7.2 Oscilação termodinâmica**

A figura mostra um cilindro com paredes adiabáticas que contém um gás
ideal e no seu centro existe um êmbolo móvel de massa m. Sabendo que a
pressão inicial do gás em cada lado é P0, A corresponde a área do êmbolo e L o
comprimento indicado na figura. Calcule o peŕıodo para pequenas oscilações,
despreze quaisquer atritos do sistema e use, caso necessário, (1 + x)n =
1+nx , para x muito menor que 1. Nota: os processos gasosos podem ser
considerados isotérmicos
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7.3 Pêndulo acelerado*

Determine o peŕıodo das pequenas oscilações de um pêndulo simples de
comprimento L=21 cm suspenso num ponto O que se move aceleradamente
com valor w = g

2
. A aceleração w faz um ângulo 120°com g.

7.4 O Método de Ruchardt ***

O Método de Ruchardt pode ser empregado para determinar o coeficiente
de Poisson γ = ( cp

cv
), isto é, a relação entre os coeficientes de calor espećıfico

com pressão e com volume constante, envolvendo transformações adiabáticas.
Utilizando um balão de vidro com ar em seu interior, ajusta-se uma bolinha
metálica de raio a e massa m, que veda a boca do balão. Na posição x = 0
a bolinha encontra-se em equiĺıbrio e o balão de vidro tem um volume V0 .
Ao ser deslocada na vertical de sua posição de equiĺıbrio a bolinha move-se,
executando oscilações em um movimento harmônico simples.

Considerando o atrito despreźıvel, mostre que o peŕıodo de oscilação em
função das variáveis do problema é dado por:

T =
2

a

√
mV0

γP
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7.5 Oscilação Radial ****

Um corpo de massa m é conectado por uma mola num ponto O sobre
uma superf́ıcie horizontal, sobre a qual o corpo pode se mover sem atritos.

O comprimento relaxado da mola é l0 e sua constante elástica é k. Num
dado instante, a distancia do corpo até o ponto O é r. Suponha que se faça
o corpo girar com frequência angular ω0 e no instante inicial ele não possui
nenhuma componente radial de velocidade.

a) Calcule o raio de equiĺıbrio r = r0 para o qual o corpo realiza movi-
mento circular em torno de O.

Expresse r0 em termos de m,k,l0 e ω.
b) Calcule o peŕıodo de pequenas oscilações radiais do corpo em relação

ao raio de equiĺıbrio r0. Imagine que inicialmente o corpo se encontrava em
movimento circular em r0 e com velocidade angular ω0 quando uma pequena
perturbação radial fez com que ela começasse a oscilar. Dê o resultado em
função de k,m e ω0 Você pode precisar usar que (1+x)n = 1+nx se x << 1

7.6 Gabaritos

1) T = 2π
√

m1m2

m1+m2

2) T = 2π
√

mL
2P0A

3) 0,8s
4) Demosntração.
5) a) r0 =

kl0
k−ω2 b) T = 2π√

k
m
+3ω2
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