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1 Introducao

Em muitos problemas de Teoria dos Nimeros, é normal o problema nos dar
uma propriedade que € vélida para todos os inteiros positivos n. Geralmente, ou
queremos achar alguma contradi¢cdo, ou queremos chegar em alguma familia de
solugdes especifica. Para isso, € importante escolher nimeros "espertos" de modo
que essa escolha implica no que nés queremos provar. Para realizar esse tipo de
escolha, ferramentas como as abaixo sdo comuns:

* Teorema Chinés dos Restos: Se d;,d,,...,dy sdo inteiros positivos dois a
dois coprimos, € aj,as, ...,ay sao inteiros quaisquer, o sistema

X = al (mod dl),

X = ar (mod dz),

X =ayn (mod dN)
tem solucdo tnica (mod dd;...dy).

Muitas vezes, € comum tomarmos um produto de nimeros primos e so-
marmos 1 (isso faz que esse nimero seja coprimo com todos 0s primos no
produtoério).

* Inducio esperta: A ideia € usar indugdo forte e tomar um niimero esperto
menor que 7 (em alguns problemas, € interessante tomar ¢ (n)).

* LTE: Se p é um primo impar e a,b sdo inteiros tais que p fa,b e pla—b,
entdo v,(a" —b") = v,(a—b)+v,(n), onde v,(m) é o maior nimero inteiro
tal que p*»(™ divide m. A férmula é andloga para V,(a" +b") se n é impar.

* Teorema de Dirichlet: Se a,b sdo inteiros positivos coprimos, entdo a pro-
gressdo aritmética a +nb contém infinitos nimeros primos (em muitos casos
tomamos a = 1).

* Teorema de Zsigmondy: Sejam a > b > 1 inteiros coprimos, € seja n > 2
um inteiro. Entdo, a" — b" possui um fator primo que nao divide af — b¥
paratodo 1 <k <n—1, exceto quando n = 2 e a+ b é uma poténcia de 2,
ou (a,b,n) = (2,1,6).



2 Exemplos

Exemplo 1 Para todo inteiro positivo n, prove que existem n ndmeros con-
secutivos de modo que nenhum deles seja um ndmero primo.

Solu¢ao: Quando pensamos em um ndmero composto, € intuitivo pensarmos
em um nimero com muitos divisores. Um dos primeiros nimeros com muitos
divisores que vem na cabeca € n!. Dai, quando somamos qualquer inteiro positivo
m < n an!, o nimero n! + m ndo é primo, pois m|n! e m|m, logo m|n! + m. En-
tao, os ndmeros n! +2,n! 4+ 3,...,n! +n ndo sdo primos e sdo consecutivos, mas
s temos n — 1 ndmeros consecutivos. Para adaptarmos, basta entdo considerar-
mos os nimeros (n+ 1)!+2,(n+1)!+3,...,(n+1)!+n+1, e o problema estd
resolvido!

Exemplo 2 Seja p um nimero primo e @ um inteiro nao divisivel por p. A
sequéncia {a, };>_, satisfaz a; = a e a,| = a® para todo n > 1 inteiro. Prove que
{an}7_, é eventualmente constante médulo p.

Solucao: Aqui, vamos generalizar o problema para qualquer n ao invés de
somente para primos p. Provemos o problema por indu¢do em n. Se n =1,
entdo a sequéncia € 0 moédulo 1. Se n = 2, o problema também € obviamente
vélido. Agora, provemos para um n genérico. Por hipétese, sabemos que {a,}5_,
¢ eventualmente constante médulo @ (n). Isso significa que existe ¢ e K tal que
para todo k > K, temos que a; = ¢ (mod ¢(n)). Porém, pelo Teorema de Euler,
temos que a®™ =1 (mod n), o que significa que a¥ = ¥ (mod n), para
qualquer / inteiro. Entdo o resto de ¥ médulo n é igual a a*0, onde kg é o resto de
k médulo ¢ (n). Portanto, para todo k > K

a1 =a* =a° (mod n)

o que significa que para todo k > K, ay € igual a a® médulo n, que € constante, e o
problema acabou!

Exemplo 3 (IMO SL 2007/N2) Sejam b,n > 1 inteiros. Suponha que para
cada k > 1 inteiro existe um inteiro ay tal que b — aj € divisivel por k. Prove que
b = A" para algum inteiro A.

Solucdo: Esse é aquele tipo de problema em que temos que forcar o lado
direito da divisibilidade a ser algo fixo, assim podemos tomar o lado esquerdo da
divisibilidade suficientemente grande, o que obriga o lado direito a ser igual a 0.
Mas como fazer isso nesse problema? Fagcamos o bésico:

Seja b = p{'p3*...p;" a fatora¢do de b em primos. Tomando k para ser um
pl, temos que p!'|b —a’;lm. Como pj|b, entdo p;lay». Além disso, temos que
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m =V, (p") < v, (b— a;;_n) (x). Suponha que V,,(b) # vy, (a;;,,). Tomando m
suficientemente grande, v, (b — a;'j:ﬂ) também tem que crescer, por (x). Mas como
V(D) = e € fixo, e v, (D) # vy, (a’;);n), isso ndo pode acontecer, o que ¢ um ab-
surdo. Logo e; =V, (b) = Vp,(a}n) =nvp,(ayn), entdo nle; paratodo i =1,2,...,1.
Isso implica que b = A" para alglllm A inteiro, como queriamos!

Exemplo 4 (IMO SL 2005/N6) Sejam a, b inteiros positivos tais que a" +
n|b" + n para todos os inteiros positivos n. Prove que a = b.

Solucao: Assim como o exemplo anterior, a ideia desse problema € forcar o
lado direito da divisibilidade a ser algo fixo, de modo que possamos forcar o lado
esquerdo a crescer, obrigando o lado direito a ser 0. Por 6bvio, como a" +n|b" +n,
entdo a" +n|b" +n— (a"+n) = b" — d". Entio, se o lado direito da divisibilidade
for 0, temos a = b, como queremos.

Quando temos varidveis nos expoentes, € sempre interessante introduzir nimeros
primos, pois temos mais controle do problema olhando médulo p. Esse caso ndo
¢ diferente. Veja que, pelo Teorema de Fermat, se p € um primo coprimo com a,
e N — 1 é um muiltiplo de p — 1, entdio para p dividir ¥ + N =a+N (mod p),
basta tomarmos N = —a (mod p). Mas esse N existe pelo Teorema Chinés, isto
é,um Ntalque N=1 (mod p—1) e N = —a (mod p). Portanto, tome esse N.
Temos que pla” +N[p"+n = p|b¥ + N — (a" +N) = b¥ —a". Porém, pelo
Teorema de Fermat, como p — 1|N — 1, temos que b"¥ —a" =b—a (mod p). Dai,
como p apenas € um nimero primo coprimo com a, b, podemos tomd-lo para ser
arbitrariamente grande, o que implica que b —a =0 = a = b, como queriamos!

Exemplo 5 (IMO 2000/5)

Determine se existe um inteiro positivo n com exatamente 2000 fatores pri-
mos distintos tal que n|2" + 1.

Solucio: A resposta € sim.

O primeiro passo desse problema é perceber que n deve ser um nimero im-
par, caso contrdrio um nimero par estaria dividindo um nimero fmpar, uma con-
tradi¢do. Dai, como n é impar, entdo 2" + 1 é um multiplo de 3. Agora vamos a
parte divertida:

Se p é um primo que divide n e n|2" 41, entdo v, (n) < v,(2" +1). Tomando
p =3, podemos usar o LTE: v3(n) < v3(2"+1) =v3(n)+v3(2+1) = v3(n) + 1.
De fato, para todo e inteiro positivo, 36|23ek + 1, para todo k inteiro positivo, pelo
fato mencionado acima. Entdo, se escolhermos um inteiro positivo k (ndo divisivel
por 3) com exatamente 1999 fatores primos distintos tal que k]23ek + 1, temos que
3%\2361( + 1, 0 que acaba com o problema, pois basta tomar n = 3°k.

O fato de escolhermos poténcias de 3 ndo € a toa. Vejaque paratodo 1 <i<e,



23 + 1|23€ + 1. Entdo, se para cada fator 2% + 1 conseguirmos associar um primo
pi tal que p; |23l + 1, de modo que todos esses primos sejam distintos, conseguimos
muitos fatores primos distintos. E é possivel fazer tal escolha pelo Teorema
de Zsigmondy! Entdo, tomando e > 2000, conseguimos selecionar os primos
P1,D2, -, Plogg de modo que para todo 1 < i< 1999, p;|23 4 123 + 1]23* + 1,
onde kK = pipj...p1999. Entdo, n = 3k possui exatamente 2000 fatores primos
distintos e satisfaz n|2" + 1.

3 Problemas

Problema 1. (USAMO 2017/1) Prove que existem infinitos pares de inteiros pos-
itivos coprimos a,b > 1 satisfazendo a + b|a” + b°.

Problema 2. (OBM 2011/4) Existem inteiros positivos a<ap < ... < ap] tais
que o mdc(a;j,aj) = aj—a; para todos 1 <i < j<2011?

Problema 3. (OBM 2014/2) Encontre todos os inteiros n, n > 1, com a seguinte
propriedade: para todo k, 0 < k < n, existe um multiplo de n cuja a soma dos
digitos deixa resto k na divisao por n.

Problema 4. (Cone Sul 2013/5) Seja d(k) o niimero de divisores positivos de um
inteiro k. Um inteiro positivo n é dito balanceado se d(n—1) <d(n) <d(n+1) ou
d(n—1)>d(n) >d(n+1). Mostre que existem infinitos nimeros balanceados.

Problema 5. (IMO SL 2014/N4) Seja n > 1 um inteiro. Prove que existem in-
finitos inteiros k > 1 tais que

€ um nimero fmpar.

OBS: Dado um nimero real x, definimos | x| como sendo o maior inteiro que nao
supera x. Por exemplo, [3,4| =3¢ |—2,8] =2.

Problema 6. (USA TST 2007/4) Determine se existem inteiros positivos a, b tais
que a nao divide b" — n para todos os inteiros positivos .



Problema 7. (China TST 2018/2/4) Sejam k, M inteiros positivos tais que k — 1
ndo ¢ livre de quadrados. Prove que existe um real positivo « tal que | ak”| sdo
relativamente primos entre si para todo inteiro positivo n.

OBS: Dado um nimero real x, definimos | x| como sendo o maior inteiro que ndo
supera x. Por exemplo, |3,4] =3 e |—2,8] =2.

Problema 8. (OBM 2015/3)

Sejan > 1 um inteiro positivo e n = p{' p52... p,‘(x" sua fatoragdo em primos. Entio,
definimos a falsa derivada de n como sendo

-1 - 01
f(n)=aip{ oops? . ogpt

. Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais que f(n) = f(n—1) + 1.

4 Dicas e solucoes

Problema 1. Teste o par (n,n+ 2) para um n genérico e veja em quais casos esse
par funciona.

Problema 2. * Faca indugdo em n;
* Veja uma condi¢do necessdria e suficiente para termos mdc(a;,a;) = aj — a;;
1A j

* Procure um inteiro positivo N tal que se tomarmos b; = a; + N, a condicdo
do problema continua sendo valida;

* Escolha N de modo que conseguimos adicionar ele ao conjunto {by,by,...,b,}
e, consequentemente, completar a hipotese;

* Conclua o problema.

Problema 3. * A resposta é todo n nao divisivel por 3;

* Prove e use o lema que se S(N) denota a soma dos digitos de N, entdo, para
todo k inteiro positivoe 1 <N < 108 — 1, S(N(10F — 1) = 9k;

* Juntamente com o lema acima, use o fato de que 9 e n sdo coprimos e conclua
o problema.

Problema 4. * Assuma que o problema ndo seja valido;
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* Encontre um conjunto de nimeros N tal que d(N) seja pequeno;

* Use o Teorema de Dirichlet para conseguir estimar d(p — 1) oud(p+1).

Problema 5. * Tome k como sendo um primo p > n. Dessa forma, L%J =

P _ P _ P . .
L% + %j = %, que € um inteiro, pelo Pequeno Teorema de Fermat;

* Separe o problema em n par e n impar e tente adaptar a ideia acima. O caso
n impar ndo € dificil. Tente voc€ mesmo! Se n for par, tome p um primo que

! !
.. 14 P . .
dividen—lek=p — L5 =1%% L], Como isso conclui esse caso?
Problema 6. * Generalize o exemplo 2 e veja como que isso acaba com o
problema.
Problema 7. * Esse problema ndo é facil! O primeiro passo € enxergar & na

base k, pois temos mais controle ao multiplicarmos ¢ por k".

* Tente construir um o no qual os digitos na base k fiquem controldveis. Uma
maneira disso é tomar o = [N, ddd.. ], onde N é um inteiro e d < k é um in-
teiro positivo, pois daf temos que & :N-i—d(% + kiz + ]3—3 +...)= N-l—dk%1 =
N+

* Entdo, [k"a] = Lk”N+dklin—1j . Como k"N é inteiro e k— 1]k" — 1, temos que

(K"=1) _ k"™ N—k"N+dk"—d
=1 k—1

tentar escolher um d mais esperto em fungdo de k. Tomemos d = # para
algum [ inteiro positivo que divide k — 1. Dessa forma, |k"o| = k"N +
K'—1 _ KMNI+1)—1

I = I :

* A partir de agora, como estamos lidando com divisibilidades, € interessante
tomar / = p, onde p é um nimero primo. Pelo enunciado, existe um p|k — 1
tal que p2|k — 1. Tome esse primo em especifico. Agora, 0 proximo passo

w seja coprimo com M. Dito isso,

K'(Np+1)—1

tal parte inteira € igual a k"N + d . Agora, vamos

€ escolher um N de modo que

¢ interessante tomar tal N de modo que o denominador de seja
constante. Vocé pode fazer isso tomando um divisor primo g de M e usando
o Teorema Chinés dos Restos. Mas e se p|M?

K'(Np+1)—1
P

* Force o numerador de a ndo ser divisivel por p? e conclua o

problema.



Problema 8. * Fixe um inteiro positivo k e encontre um par de nimeros cop-
rimos a,b tal que f(a) = ke f(b) = k— 1. Pelo Teorema de Bézout, existem
inteiros positivos c,d tais que ac —bd = 1.

* Veja que se c¢,d forem livre de quadrados, f(ac) = f(a) =ke f(ac—1) =
f(bd) = f(b) = k— 1. Portanto, se encontrarmos infinitos c¢,d livre de
quadrados que satisfazem ac — bd = 1, o problema acabou.

* Lembre-se que se cq,dp € a solugdo minimal de ac — bd = 1, entdo as solucdes
(c,d) dessa equagdo sdo dadas por (¢,d) = (bk+ co,ak +dy), para todo k in-
teiro positivo.

* Portanto, queremos provar que existem infinitos pares de inteiros positivos
tais que bk + co e ak + dy sdo livre de quadrados.

: - 1 1,1 1 1L _ 1

* Eum fato conhecido que ¥ pprimo 57 < — 12+ 57 + Eso 7z ~ Loz = — 12 F
1, 1 1m _ 3I° 3,5_1 . . N .
»+ %6 " 36 =16 < —3t+3=7 ouseja,adensidade dos inteiros posi-

tivos livres de quadrados é maior que %

* Adapte a prova acima para as progressoes aritméticas bk + co e ak +dy. Se
para todo k suficientemente grande, no maximo um dentre bk + cp € ak +
dy for livre de quadrados, a densidade dos nimeros livre de quadrados em
ambas as PAs seria menor do que %

* Veja como o fato apontado acima € um absurdo e conclua o problema.
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