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1 Introducao

1.1 Contextualizacao

Em Teoria dos Numeros, uma das principais ferramentas utilizadas para resolucao
de problemas é a divisibilidade e os restos de ntmeros por outros. Essa ideia é muito
recorrente porque nem sempre a divisao de dois inteiros resulta em outro, ao contrario
dos ntimeros reais. Entao, essas ferramentas que veremos irao ajudar a determinar certas

propriedades sobre tais ntimeros.

1.2 Esclarecimentos

Normalmente, ao trabalhar com divisibilidade, os inteiros negativos sao analogos aos
positivos, por isso que muitas vezes utilizamos a notagao de “|n|” para indicar o modulo
de n, permitindo trabalharmos com inteiros negativos e positivos de forma anégola, pois
|z] > 0V . Isto é:

x, sex >0

-z, sex <0

2 Definicoes

2.1 Algoritmo da Divisao
2.1.1 Inspiracgao

O Algoritmo da Divisdo é apenas uma forma de reescrever um nimero inteiro em

funcao de outro como uma “correcao” da divisao. Também chamada de “divisdo euclidi-
ana”, em muitos casos ¢ uma forma extremamente 1til de reescrever ntimeros ganhando

informacoes sobre eles.

2.1.2 Definicao

Dado a € Z e b € N, existem tinicos ¢q,r € Z e 0 < r < b tal que:

a=qgb+r



Note que é possivel definirmos a divisao euclidiana para valores negativos de b, basta

trocar a condigao “0 < r < b” por “0 < r < |b|” e tal caso é analogo.

2.1.3 Demonstracao

Primeiro provaremos que ¢ e r de fato existem. Para isso demonstraremos o teorema

a seguir:
e Teorema de Eudoxius: Dado a € Z e b € N, existe ¢ tal que ¢b < a < (¢+ 1)b.

Prova: Para isso, basta considerar a sequéncia:
“..., —=3b, —2b, —b, 0, b, 2b, 3b, ...”

Note que todos os inteiros estao entre dois desses termos consecultivos ou é um
deles, pois é possivel particionar o conjunto dos inteiros em infinitos subconjuntos da
forma {gb, gb+1, ..., (¢+1)b—2, (¢+1)b—1} O

Com isso, sabemos que V a € Z existe ¢ € Z tal que ¢b < a < (¢+ 1)b =
O=gb—gb<a—qgb=rer=a—qgb<(qg+1)b—gb=0 = 0<r <b,logotaisqger
existem.

Agora, suponha que tais ¢ e r nao sejam tnicos. Ou seja, existem ao minimo dois
pares distintos (g, r) para a = gb+r com 0 < r < b, sejam eles (q1, 1) e (g2, r2). Logo
a = q1b+ r1 = @b + o, perceba que a é irrelevante, pois nao temos nenhuma informacao
sobre, entao focaremos apenas em ¢1b+ 11 = @b+1ro = Gb—@pb=r—1r —
b(Ch —Q2) =ry—7Ty, Mas q; # ¢ = ‘Q1 —Q2‘ >1 = ‘7’2—7"1’ = ‘b(CI2—Q1)| > ’b‘ =b,
mas 0 < 7,79 < b, portanto |b — 0| = b > |ry — 1| > b, absurdo! Logo tal solugao existe

e é tinica A

2.1.4 Exemplos

Exemplo 1. Mostre que o quadrado de um ntmero inteiro sempre deixa

resto 0 ou 1 por 3.

Solugao. Por Algoritmo da Divisdo, escreva o nimero como 3a + b, onde 0 < b <
3 = b€ {0, 1, 2}. Logo o quadrado desse ntimero sera (3a + b)*> = 9a* + 6ab + b* =
3(3a® + 2ab) + b?. Agora basta testar os valores de b:

Caso 1. (b= 0): Substituindo (3a + b)* = 3(3a* + 2a - 0) + 0 que, por defini¢ao deixa
resto 0 por 3.



Caso 2. (b = 1): Substituindo (3a+b)* = 3(3a®+2a-1) + 1) que, por definigao deixa
resto 1 por 3.

Caso 3. (b= 2): Por fim (3a+ b)*> = 3(3a® +2a-2) +4 = 3(3a®> + 4a + 1) + 1 que
também deixa resto 1 por 3.

Ou seja, o quadrado de um niimero inteiro sempre deixa resto 0 ou 1 por 3.

Exemplo 2. Seja S um conjunto infinito de inteiros nao-negativos tal

que, se z,y € S entdo |r — y| € S. Seja d o menor elemento positivo de S.
Prove que S = {kd | k > 0}.

Solugao. Suponha que exista x € S tal que  nao seja multiplo de d, ou seja, por
Algoritmo da Divisao podemos escrever v = qd+r,onde q € Z,,poisx € Zi ed > r € Z7,
porque x nao é miultiplo de d. Mas temos que d,x € S = |z —d| = |(¢gd+ 1) —d| =
(q—1)d+res.

Agora, se ¢ > 2, repita esse processo, pois (¢ — 1)d +r > d + r > d, sabemos que
d,(¢—1)d+reS = [((¢g—1)d+r)—d| = (¢—2)d+r € S. Faga esse processo até que
obtenha que |(d + r) — d| = r € S mas, partindo da suposi¢do que x nao é multiplo de
d, temos que r > 0, porém r < d, absurdo! Porque tomamos d para ser o menor inteiro
positivo em S. Logo, a nossa suposicao é falsa, portanto se x € S, entao x é da forma
kd,k € Z,.

Agora, basta provar que todo miltiplo de d esta em S. Suponha que existe k € Z%
tal que kd ¢ S. Note que S possui infinitos elementos, ou seja, para todo natural m ¢ S
existe M € S tal que M > m. Seja M = Ndem = nd, note qued, M € S = |M—d| =
INOl—d|=(N—-1)de S = |[[N—-1)d—d|=(N—-2)de S = --- = 2deS,e
como M >m = N>n = ne{l, 2, ..., N} = nd=me{d, 2d, ..., Nd} C
S = m € S, absurdo! Logo todo multiplo de d esta em S e todo elemento de S é
multiplo de d, portanto S = {kd | k > 0}.

2.2 Divisibilidade
2.2.1 Inspiragao

A divisibilidade, como dita anteriormente em “1.1”, é um jeito de obter informagoes
adicionais sobre os inteiros, uma vez que a divisao entre dois inteiros nem sempre € inteira.
2.2.2 Definicao

Dados a,b € Z com a # 0, denotamos por alb como “a divide " <= 2 e



2.2.3 Propriedades

—_

9.

10.

l|a, b0 e b|b ¥ a,b € Z,b # 0;

. alb <= F k€7 tal que b = ak;

Se alb e blc = alc;

. Sealb = b

Se alb e c|d = ac|bd;

. alb < aclbc,c € Z*;

Se alb e alce = alb+t ¢

. Sealbealc = albr+cyVx,yeZ

Sealbeb#0 = |a| <|b;

Se alb e bla = |a| = |b];

2.2.4 Demonstragoes

1.

2.

3.

10.

calb = 2 €Z, mas ip =

L alb =

Noteque%z@éZ,que%zOGZeque%zlEZ;
alp <= L =keZ < b=ak;

De 27 temos que alp = b =ak = a=2eblc = c=0b =
c=bl—lkecZ = a|c

a %

a € Z;

Q\Q-|Q~
I

ISHISH

=ke€Zecd =

ol

=l€eZ = Y=Lt.d=}eZ = aclbd;

ac a

Lalh = b=kc7;

a ac

alp = 2=k€Zealc = S=1l€Zlogoalbtc < =1+ =f+]c;

a

Como alb e alc, de “5.” sabemos que a|bzx e alcy (pois z|x e y|y), mas de “7.” sabemos

que albx £ cy;

. De “2. sabemos que b = ak,k € Zmasb#0 —= k#0 = |k >1 =

|b] = |ak| = [al[k| = |al;

De “9.” temos que como a|b, entdo |a| < |b|, mas como b|a obtemos que |b| < |a

= lal = [b];



2.2.5 Exemplos

Exemplo 1. Ache todos os inteiros positivos n tal que 2n+3n°+3n2+7.

Solucgao. Utilizaremos uma ideia muito comum em problemas de divisibilidade com
polinémios. Queremos chegar que 2n + 3|c onde “¢” é uma constante, pois saberemos
todas as solugoes (os divisores de ¢).

Entdo iremos reduzir o grau de “n®+3n%+ 77 e iterar esse processo até chegarmos em
grau 0 (constante). Para isso, usaremos as propriedades “5.” e “8.” de 2.2.3. Temos que
2n+3n°+3n?+7 = 2n+32(° +3n*+7)=2n"+6n*+14e2n+3]2n+3 =
2n+3|n*(2n+3) = 2n°+3n! = 2n+3|(2n°+6n2+14) — (2n°+3n*) = —3n*+6n?+14,
agora temos que 2n + 3 divide um polinémio de grau 4.

Continuando esse processo, 2n + 3| — 3nt + 6n*> + 14 e 2n + 3[2n +3 = 2n +
312(=3n* + 6n? + 14) + 3n®(2n + 3) = 93 + 12n? + 28 = 2n + 3|2(9n® + 12n? +
28) — 9n?(2n +3) = =3n? + 56 = 2n + 3]2(—3n% + 56) + 3n(2n + 3) = In + 112 ¢,
por fim 2n + 3|9 + 112 = 2n + 3|2(9n + 112) = 18n + 224 mas, 2n + 3|2n + 3 =
2n+3|9(2n+3) = 18n+27 = 2n+3|(18n+224) —(18n+27) = 197. Porém 197 é primo,
logo seus divisores positivos sao 1 e 197. Logo 2n + 3 =1 ou 2n + 3 = 197, sendo que se
2n+3 =1 = n = —1, mas n ¢é inteiro positivo, absurdo! E se 2n+3 = 197 = n = 97,

portanto o tnico inteiro positivo n que satisfaz o enunciado é 97.

Exemplo 2. (AIME 1986) Qual é o maior inteiro n tal que n+ 10 divide
n3 + 100.

Solugao. Note que podemos fatorar soma de cubos “a® + b* = (a + b)(a® — ab + b?)”,
e no enunciado temos n? 4 100, isso ¢, um cubo mais uma constante. O que nos motiva a
escrevermos n°+10% = (n+10)(n?*—10n+10%) e como n+10|n+10 = n+10|(n+10)(n*—
10n+10?) = n3+10? mas, como n+10[n*+100 = n+10|(n>+1000)— (n*+100) = 900,
sendo que [n+10| < 900 entdo a solugao méaxima seria quando n+10 = 900 = n = 890.

Exemplo 3. (Olimpiada de Maio 2006) Encontre todos os naturais a e
b tais que alb+ 1 e bla + 1.

Solugao. Perceba que o enunciado é simétrico em a e b, entao suponha que a < b
sem perda de generalidade. Temos que bla+1 = |b| < |a+ 1|, mas como a,b € N —
a<b<a+1. Logo temos 2 casos, b=a oub=a+ 1.

Casol. a=b = ala+ 1, masala = ala+1—a=1 = a=b=1

Caso 2. b=a+1 = ala+ 2 e blb, mas “b|b” é sempre verdade, logo precisamos
analisar apenas ala+ 2, sendo que ala = a|2 = a € {1, 2}. Portanto os pares (a, b)

satisfazendo o caso 2 sao: (1, 2) e (2, 3). Mas assumimos que a era o menor, logo todos



os pares (a, b) sao: (1, 1), (1, 2), (2, 3), (2, 1) e (3, 2).

Exemplo 4. (Olimpiada de Leningrado 1989) Seja a € Z~1 e b tal que
bla® + 1. Prove que se b —a > 0, entdo b — a > +/a.

Solugao. Perceba que as tinicas condigoes dadas sobre b ¢ que bla>+1 e que b—a > 0,
entao, para tentar usar melhor o fato de que b —a > 0, tome ¢ = b—a = q¢q € N.
Reescrevendo “bla* + 17 como a + gla® + 1, sendo que (a — ¢q)(a + q) = a* — ¢¢@ =
a+qla®+1)—(@®-¢®) =¢+1 = a+q<@F+1 = a+1<a+q<
?+1 = a<¢ = q>+/a, pois ¢ > 1. Sendo que a igualdade s6 ocorre quando
gq=1 = b=a+1 = a+1la*+ 1, sendo que (a — 1)(a+1) =a* -1 =
a+1j(a®*+1)—(a*-1)=2 = a+1<2 = a <1, absurdo! Portanto a igualdade

nao pode acontecer, logo b — a > \/a.

Exemplo 5. (OBM 2021) Uma tripla de inteiros (a, b, ¢) é chamada de

miranha se:
e a divide bc + 1
e b divide ca + 1
e c divide ab+ 1

Determine todas as triplas miranhas.

Solugao. albc+1, blca+1eclab+1 = abc|(ab+1)(be+1)(ca+1) = a®b*c®+a’be+
ab’c+abc® +ab+be+ ca+1 mas, abclabe(abc+a+b+c) = a*b?c? + a?be+ ab*c+ abc® =
abclab +bc+ca+1 = abc < ab+bc+ca+1 = 1< %—l—%+%+aibc. Porém, se
a,b,c >4 — %+%—|—%+aibc < zll+%+i+6_14 < 1. Logo, assumindo sem perda de
generalidade que a > b > ¢ — ¢ < 3.

Caso 1. (¢ = 3) 3ablab+ 3b+ 3a+ 1 < 3ab + 1, mas “b+3§;)3“+1 < 3‘;2:1;1 <2 =

abisbtdatl — 1 — ab+3b+3a+1=3ab = 3a+1=2ab—3b=0b(2a—3) >

320 —3) = 3a+1>26a—9 — 3a<10 = a<4 = (a, b, ¢) = (3, 3, 3)

absurdo, basta testar!

Caso 2. (¢c=2)Comoc>1 = a,b>1 = a#b, poissea=>b = al2a+
1l = a|/(2a+1)—2a=1 = a =1, absurdo!. E como a|2b+1 = a <20+ 1 < 2aq,
pois @ > b+ 1. Entdo a = 2b+ 1, porém b[2a +1 =220+ 1)+ 1 =4b+3 =
b|(4b+3) —4b=3 — b=3 = a="Te,de fato (a, b, ¢) = (7, 3, 2) funciona.

Caso 3. (¢ = 1) Portanto alb + 1 e bla + 1, entdo, como vimos no “Exemplo 3.”,
as solugdes sao os pares (a, b): (1, 1), (2, 1) e (3, 2). O que gera as triplas (a, b, ¢):
(1,1, 1), (2, 1, 1) e (3, 2, 1).



Portanto as triplas miranha sdo: (7, 3, 2), (1, 1, 1), (2, 1, 1) e (3, 2, 1) e suas

permutacoes.

2.3 Congruéncia
2.3.1 Inspiragao

A Congruéncia é uma notagao baseada em divisibilidade que permite-nos usarmos de
forma mais clara e direta, € uma forma de “igualdade de restos”. Tal notagao se assemelha

muito com a igualdade “=".

2.3.2 Definicao

Dados a,b € Z e m € N, dizemos que a = b (mod m) <= ml|a —b. Perceba
que podemos definir congruéncia para m € Z*, mas isso ¢ analogo, pois mla — b <=
—m|a — b. Entao, por convengao sempre assumimos que m > 0, pois £ é indefinido e

mla —b <= —mla —b. ’
2.3.3 Propriedades

1. a =a (mod m);

2. a=b (mod m) <= b=a (mod m);

3. a=b (modm) <= a=qm+7rb=qm+rq,¢€cZm>recl;

4. Sea=0b (mod m) eb=c (mod m) = a=c (mod m);

5. Sea=b (mod m)ec=d (mod m) = a+c=b+d (mod m);

6. Sea=0b (mod m) e c=d (mod m) = ac =bd (mod m);

7. Sea=b (mod m) e njlm = a =0b (mod n);

8. Sea=b (mod m) = a” =" (mod m);

2.3.4 Demonstracoes
1. ml0=a—a = a=a (mod m);
2. mla—b <= m|b—aq;

3. Primeiro provaremos a ida. Escreva a = gom + 1 e b = ggm + ro com m >
1,72 € Zy €11 # 19, logo a =b (mod m) <= mla—b= (gm+7r1) — (gam +

ry) = (@1 — @2)m + (r1 — rq), sendo que m|(¢1 — ga)m == m|ry — o, mas como



rnFry = ri—r #0 = m < |rp —ry < |m—0 = m, abusurdo!
Logo r1 = ry e a volta é clara, pois a = ¢gqgm +r,b = ¢ogm+r = a = b

(mod m) <= mla—b= (gm+71)— (@2m+71) = (q¢1 — @2)m, 0 que é verdade;

4. a = b (modm) = mla—beb=c (modm) = m|b— ¢, subtraindo as
divisibilidades obtemos que m|(a +b) — (b+¢) =a—c¢ = a = ¢ (mod m);

5. a =b (modm) = mla—bec=d(modm) = m|c— d, somando ambas
divisibilidades obtemos que m|(a —b)+ (c—d) = (a+¢c)— (b+d) = a+c=b+d

(mod m);

6. a=b (mod m) = mla—b = mlc(a—b) ec=d (mod m) = mlc—d =
m|b(c — d), somando ambas divisibilidades obtemos que m|c(a — b) + b(c — d) =

ac —bd = ac = bd (mod m);
7.a=b (mod m) = mla—benmla—b = nla—b = a=0b (mod n);

8. a=b (mod m) = mla—b = ml(a—b)(a" ' +a" 20+ - +ab" 2+ ") =
a—b" = a" =b" (mod m);

2.4 Exemplos

Exemplo 1. (OBM 1998, 1% fase) Qual é o digito das unidades do

nimero 319987

Solugdo. Reescreva 3199 = (32)"2° = 9% Note que analisar o digito das unidades
¢ o mesmo que olhar modulo 10, pois (d,d,_1 ...d1dg)10 = d,10" + dp_110"71 4 -+ +
10d; + dy = 10(d,, 10" + d,, 110" 2 + -+ + dy) + dy = dy (mod 10), logo queremos
saber quanto é 9% (mod 10), sendo que usando a propriedade “6.” de 2.3.3, 9 = —1
(mod 10) = 9% = (1) = —1 =9 (mod 10), logo o digito das unidades do ntimero

31998 ¢ 9,

Exemplo 2. Ache todos os pares de inteiros positivos (a, b) tal que

30+ 7=2"
Solugao. Se b = 1 temos que 3* +7 = 2 = 3% = —5, absurdo! Portanto
b>2 = 2°=0(modd) = 3°+7=2"=0 (mod4), mas 7 = 3 = —1

(mod 4) = 3*4+7=(-1)"-1=0 (mod 4) = (—1)*=1 (mod 4) logo a é par, pois
(—1)%* = ((-1)?)* =1F =1 e (—-1)?*! = (-=1)%*(—1) = —1. Analogamente, analisando
médulo 3 temos que 2° = 3 +7 = 1 (mod 3), sendo que 2 = —1 (mod 3) = 2 =



(—=1)> =1 (mod 3), entdo b também é par. Reescrevendo a = 2ag e b = 20, pois ambos
sdo pares, temos que 32% + 7 = 220 — (2b0)2 — (3%)2 = 7 sendo que por diferenca de
quadrados (2%0)% — (390)2 = (2% 4 390)(2%0 — 390) = 7 mas 7 é primo, ou seja:

2% 3% =7
200 — 310 = 1

Pois 2% + 3% > 2b0 — 320 ¢ (2% 4 3%) ¢ N. Somando ambas equacoes descobrimos que
200 4 Qb0 =741 = 20t =8 =23 — py+1=3 = by = 2. Substituindo by, em
uma das equacoes, chegamos que 224+3% =7 = 3% =3 = qg =1, mas a = 2ag = 2
e b= 2by = 4, portanto a tnica solugao é (a, b) = (2, 4).

 —n é miltipla

Exemplo 3. Prove que para todo natural n a expressao n
de 5.

Solugao. Para isso, iremos analisar médulo 5, pois assim poderemos apenas testar os
restos por 5 no lugar de n, que sao 5 possibilidades:

Caso 1. (n=0 (mod 5)): n° —n=0°—-0=0 (mod 5) = 5|n° —n.

Caso 2. (n=1 (mod 5)): n° —n=15-1=0 (mod 5) = 5|n°> —n.

Caso 3. (n=2 (mod 5)): n° —n=2°>-2=30=0 (mod 5) = 5|n° —n.

Caso 4. (n=3 (mod 5)): n° —n=3>-3=240=0 (mod 5) = 5|n° —n.

Caso 5. (n=4 (mod 5)): n° —n=4°>-4=1020=0 (mod 5) = 5|n° —n.

Logo, independentemente do resto de n por 5, 5|n® — n, portanto 5|n® — n para todo

n natural.

Exemplo 4. Prove que 13% + 29'3 ¢ divisivel por 21.

Solugao. Para isso perceba que 21 = 3 -7 e como 3 e 7 sao primos distintos, basta
provar que 13* + 29' & multiplo de 3 e de 7. Sendo que 13% + 291 = 1% + (—-1)1? =
1—1=0 (mod 3) e 132 +29¥ = (—-1)® +1¥ = -1+1=0 (mod 7). Logo 13%° + 29!3
é multiplo de 3 e 7, portanto também é miltiplo de 21.

Exemplo 5. (OBM 2007, 3* fase) Prove que nao existem solugoes inteiras

e positivas para a equacao 3™ + 3" 4+ 1 = ¢2.
Solugao. Note que 32 = 9 = 1 (mod 8), logo 3% = 1 (mod 8) = 3?1 =3

(mod 8), ou seja, 3" s6 pode ser 1 ou 3 modulo 8. Perceba também que:
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t=0 (mod 8) = t?=0 (mod 8)
t=1 (mod 8) = t*=1 (mod 8)
t=2 (mod 8) = t* =4 (mod 8)
t=3 (mod 8) = t? =1 (mod 8)
<7554 (mod 8) = #* =0 (mod 8)
t=5 (mod 8) = t* =1 (mod 8)
t=6 (mod 8) = t*=4 (mod 8)
t=7 (mod 8) = t*=1 (mod 8)

Portanto t? s6 pode ser 0,1 ou 4 médulo 8.

Caso 1. (Ambos pares): 3" =3" =1 (mod 8) = 3™ +3"+1=3=t> (mod 8),
absurdo!

Caso 2. (Ambos fmpares): 3" =3" =3 (mod 8) = 3™+3"+1=7=*> (mod 8),
absurdo!

Caso 3. (Um deles é par e o outro é impar): Assuma sem perder a generalidade que m
é par e n é impar, logo temos que 3™ =1 (mod 8) e 3" =3 (mod 8) — 3™ 43"+ 1=
5 =t* (mod 8), absurdo!

Entdo nao existem solucoes inteiras e positivas para a equacao 3™ + 3" + 1 = ¢2.

3 Problemas

(dy+di+...).



2023

e Problema 5. Ache o algarismo das unidades de 20232023

2023 vezes

e Problema 7. Ache todas as solucoes inteiras e positivas da equacao
3" 4+ 4Y = 5%,

e Problema 9. Uma quédrupla (a, b, ¢, d) é dita dobarulho quando a,b

e ¢ sao algarismos nao nulos e d ¢ um inteiro positivo tais que:

1. a <8

2.d>1;

3. d divide os seis nimeros de trés algarismos abc, bea, cab, (a + 1)cb,
cb(a+1) e bla+ 1)c;

Determine todas as quadruplas dobarulho.

e Problema 10. Determine todos os pares (a, b) de inteiros positivos

tais que ab® + b + 7 divide a?b + a + b.
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4 Conclusao

Por mais que simples os conceitos vistos nesse material, eles sao muito tteis e aparecem
com muita frequéncia em problemas, principalmente quando combinados. Muitas vezes
nao é uma ideia muito dificil que resolve esse tipo de problema, mas sim uma junc¢ao de
varias ideias simples.

Esses sao conceitos essenciais para a base de Teoria dos Numeros, portanto sempre
devemos manté-los em mente. Contetdos mais avancados sao, na maioria dos casos,

apenas aprofundamentos e jungoes dessas propriedades.

“A Matemdtica pura, €, & sua maneira, a poesia das ideias logicas”
—Albert Eistein
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