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1 Introducao

1.1 Contextualizacao

A ideia de fatorar em ntmeros primos é, em sua essencia, uma forma de extrair a maior
quantidade de informagoes sobre um nimero inteiro, “reduzindo-o a sua forma raiz”.

Pense em primos como se fossem a forma mais simples de um inteiro (por mais que
sua forma seja simples, veremos que numeros primos escondem, em sua natureza que
sao os mais complexos e belos niimeros na Teoria dos Numeros), sendo considerados sua

“fundacao”. Podemos associar primos com inteiros como se fossem tijolos de um muro.

1.2 Esclarecimentos

Veremos que, nimeros primos positivos se comportam exatamente como primos nega-
tivos, mas por simplicidade e convencao, na maioria dos casos olharemos apenas para os

primos positivos.

2 Definicoes

2.1 Primos
2.1.1 Inspiracao

Como citado anteriormente em “1.1”, trabalhamos com primos para tentar extrair
o maximo de informagcoes de um inteiro, pois os primos sao a “forma irredutivel” deles.
Assim, podemos interpreta-los como um multiconjunto (os fatores primos de um ntmero,
que podem ser contados mais de uma vez), na qual para que um divida o outro, um
multiconjunto seré subconjunto de outro. Por exemplo: 12 = 2-2- 3, entao associaremos-
o com o multiconjunto C1s = [2, 2, 3] € 120 =2-2-2-3 -5, logo seu multiconjunto sera
Cia0 = [2, 2, 2, 3, 5] ede fato C15 C Cia9, entao 12|120 (defini¢ao formal posteriormente).

2.1.2 Definicao

Denotamos por P como o conjunto dos ntmeros primos, onde p > 1 € P <=
Vdp = |d| € {1,p}, ou seja, p é um ntumero primo se, e somente se os divisores
positivos de p sdo apenas 1 e p. Chamamos-o de composto caso contrario (1 ndo é

composto por defini¢ao).



Perceba que, para saber se um ntmero é primo, precisamos checar apenas a divisibi-
lidade por outros primos, pois se d|p, entao d é primo ou existe ¢ € P/ ¢|d, ou seja, um
fator primo de d. Note que definimos que 1 nao é primo, pois 1-n = n e isso removeria a

unicidade de alguns teoremas.

Exemplo.

Solugao. Suponha sem perda de generalidade que p < ¢, como p e ¢ sao impares,

~ + o, ~ . . .
entao p + ¢ é par, logo T4 ¢ inteiro. Basta mostrar que b nao ¢é primo, pois assim

Ptq

tera 2 fatores primos ao minimo (totalizando 3, contando o 2 inicial). Suponha que

. . p+yq ) - . )
seja primo, note que p < T < ¢, pois p < ¢q. Sendo que p e ¢ sao primos consecultivos,

+t4q4 . :
nao pode ser primo!

2.1.3 Teoremas

Teorema de Euclides. Existem infinitos nimeros primos.

Prova. Seja P = {p1,ps,...,pr} 0 conjunto finito dos niimeros primos, contendo k
primos. Provaremos entao, que existe um primo que nao esta nesse conjunto.

Considere M = p1ps ... pi e perceba que todo primo p; divide M, pois M é a multipli-
cagao de todos os primos. Agora, analisaremos M + 1. Sabemos que V 1 < i < k, p;| M,
entdo como M +1 > py,ps,...,pr = M +1 ¢ P, ouseja, M + 1 nao é primo. Portanto
existe 1 < j <k tal que p;|M + 1, porém p;|M = p;|1 = p; =1, absurdo!

Entao, partindo da suposicao que P era finito, conseguimos tomar M como sendo o

produto de todos os primos, logo existem infinitos primos l

Exemplo.

Solugao. Suponha que exista uma quantidade finita de primos da forma 4k + 3.
Denote por M = {p1,p2,...,pi} com 3 = p; < py < --- < p; o conjunto de todos eles.
Agora, considere o ntimero N = 4pps...p; — 1. Se N é primo, entao N = 4(p1py...p; —
1) + 3, mas N > p;, absurdo! Entdo N é composto. Tome ¢ para ser um fator primo
qualquer de N e note que N é impar, entdo ¢ = 1 (mod 4) ou ¢ =3 (mod 4). Se ¢ =3
(mod 4), entdo ¢ € M = q|p1p2...pi, portanto ¢ tera que dividir -1, absurdo! Logo



todo fator primo de N ¢é da forma 4k + 1 (pois ¢ era um primo qualquer que dividia N).
Mas se N = q1¢2...qj, entdo N = (4ky + 1)(4ky +1)...(4k; + 1) = 1 (mod 4), porém
N =4pips...p;—1 =3 (mod 4), absurdo! Entao nossa suposigao de que existiam finitos
primos da forma 4k + 3 ¢ falsa (fez com que noés pudéssemos tomar N = 4pypy...p; — 1),

logo existem infinitos primos da forma 4k + 3 W

Crivo de Eratostenes. Se n € N é um ntmero composto, entao existe
um primo p < /n tal que p|n.

Prova. Como n é composto, podemos escrevé-lo como a multiplicagao de dois inteiros

a >b> 1. Entdo n = ab, suponha que b > \/n = a > /n = n=ab> /ny/n=n,

absurdo! Logo, b < /n. Se b for primo, o enunciado ¢ verdade, entao suponha b composto.

Logo existe um primo p que divide b, portanto p < b < /n B

Exemplo. (OBM 2022)

Solucgao. Note que todo niimero par a partir de 2022 pode ser escrito, pois 2022 é par,
logo 2022 + 2 pode ser escrito, entao como 2022 + 2 é par, 2022 4+ 2 + 2 pode ser escrito. . .
Entao, se n > 2022 nao pode ser escrito e p|n, portanto p|n — p. Porém, se p = 2 entéo
n é par, absurdo! Mas como n e p sao impares, n — p é par, logo se n —p > 2022, n —p
pode ser escrito, sendo que p|n — p entdo (n — p) + p = n também podera ser escrito.

Logo, se n nao pode ser escrito, entao para todo primo p que divide n, n — p <
2022 = p > n — 2022. Mas para chegar em um absurdo, queremos tomar o menor
p possivel. Temos que, como n é composto, por Crivo de Eratdstenes existe um primo
g < /n que divide n. Fagap =¢ = V/n >q¢>n—-2022 = n > (n—
2022)? = n? — 4044n + 20222 = n? — 4045n + 20222 < 0, mas se r; > 75 S30 as raizes
do polindmio P(z) = n? — 4045n + 20222, entdo como o coeficiente lider é positivo, se
r>r, = P(z)>0.

Agora, usando a Formula de Bhdskara para achar as raizes de P(x):

4045 £ /40452 — 420222 4045 & /40457 — 40447 4045 + /4045 + 4044
B 2 B B 2 ’

(&

2
4045 + /8089 < 4045 + /8100 4045+90

sendo que 1o é a maior raiz, logo ro = 5 5 5
2067, 5. Entao, paran > 2067, n?>—4045n+20222 > 0 o que ¢ um absurdo! Logo n < 2067
e testando casos descobrimos que o maior nimero composto que Esmeralda nunca podera

escrever no quadro é 2033.



Teorema Fundamental da Aritmética. Se n € Ny, entdao n pode
ser escrito como fatoracao de primos de forma tnica. Ou seja, 3! p1 < po <
o< pp € P, g, 0 > 1 | no= pitps® ... pit (também chamada de
fatoragao candnica de n).

Prova. Primeiro provaremos que existe tal fatoracao, depois mostraremos que é tnica.
Para isso usaremos inducao forte!

Base: 2=2',3=3',4=22 5=5'e6=2'-3%

Hipotese de indugao: Para todo m < n, é possivel escrevé-lo como fatoragao de primos.

Passo indutivo: Se n + 1 for primo, entao essa é sua fatoracao, se for composto, entao

escrevan+ 1 =abonde 1 < a,b <n+ 1. Como a e b sao menores que n + 1, podemos

aplicar a hipotese de indug@o neles. a = pi'ps?...pp* e b = qllqg2 .. .qlﬁl, entaon + 1 =

pripyt .. Rt qf ! q§2 .. .qlﬁ ' fatorado (basta combinar os fatores primos iguais)!

Por fim, suponha que n = pi'ps? ... p*F = qf 1(]52 o qlﬁ ', entao se houver algum primo
em pytps? ... pp* que nao houver em qllqg2 . qlﬂ ', adicione-o com expoente 0. Ou seja,
T T2

ritry? oot =iy oo onder, e PV 1<i<kewm,y, >0V1<i<k.

Como estamos supondo que as fatoragoes sao diferentes, entao temos que existe 1 <

ri'ry? ool =

i < k para o qual x; # y;. Mas r;" r?*, logo x; < y;, entretanto

y; < x; analogamente, ou seja, x; = y;, absurdo! Portanto a fatoracdo candénica é tnica.

a1, a2 Qg

Corolario. Sejam a,b € N com a = p{'p5*...p."

, entao:

2.2 Fatores comuns
2.2.1 Inspiragao

Muitas vezes queremos saber como se comportam os fatores comuns de dois inteiros,
ou até mesmo simplifica-los, como por exemplo se 12|24 - 5, sabemos que 12|24 pois 12 e
5 nao possuem “fatores em comum”.

Ou como interpretado em “2.1.17, C12 = [2, 2, 3] e Cio0 = [2, 2, 2, 3, 5] sendo que
Cla C Ciao € 5 € Cg9, mas 5 ¢ Cia, entao Cia C (Chao — [5]).

Em geral, denotamos por fatores comuns de a e b como C, N Cy. Entdao C, C (C, U
C.) = (C,—C,NCy) C ((Cp—C,NCy)UC,), sendo que (C,—C,NCy)N(Cp—CyNCy) = 0,
logo (C, — C, N Cy) C C. (técnica explicada posteriormente).



2.2.2 Definicao

Definimos por mdc(a,b) como o maior d tal que d|a e d|b. Também interpretado como

C., N Cy onde Hk‘:ner’ECn — keP.

keCn
Ou seja, se n = p'ps?...pL*, representamos-o como:

Cn - [p17"'7p17p27"‘7p27"'7pk7"'7pk]
——— —— ——

avezes aovezes Q. vezes

E mmc(a, b) como o menor m tal que a|m e bjm, ou C, U Cy.

Note que mdc(a,b) = mde(a, —b), logo apenas analisamos a,b € N por simplicidade.
2.2.3 Propriedades

1. mdc(a,a) = mdc(a,0) = a, mde(a, b) = mde(a, —b) = mde(b, a), mdc(a, 1) = 1;

2. a|lb = mdc(a,b) = a e mme(a,b) = b;

3. a,b € Ncom a = p'py*...pp" eb:pflpgz’...p,f’“

_ mdc(a, b) _ pTin(a1,ﬁl)pgnin(a2,ﬁz) N ‘pzm'n(akﬁk);
a1, (o (78 _ £1 B2 B
4. a,b € Ncom a =p{'py*...p" eb=pi'py*...p,
_— Tndc(a, b) _ pgnam(alﬂl)p;nam(az,ﬂz) B -p?m(akﬂk);

5. mdc(a,b) - mme(a,b) = ab;

6. alb e alc = a|mdc(b,c) e, x|z e y|z = mmec(z,y)|z;
7. mdc(a, b, c) = mdc(mdc(a,b), c);

8. ¢# 0 = mdc(ca,cb) = c-mdc(a,b);

9. mdc(a,b) = mdc(a,b + ax);

10. albc = mk;

2.2.4 Demonstracoes

1. Note que dla = d < |a| e ala, entdo mdc(a, a) = a, analogamente para mdc(a, 0).
E perceba que podemos supor que sao positivos, pois mdc(a, —b) = mdc(a,b) = d
ja que d|b <= d| —b;

2. Note que mdc(a,b)la = mdc(a,b) < a, mas ala e alb, logo mdc(a,b) = a. E,

blmmc(a,b) = mmc(a,b) > b, mas alb e b|b, entdo mmc(a,b) = b;



10.

Seja mdc(a,b) = pl'py*...p)* (note que se g|mdec(a,b) == qla e g|b, entdo
nao ha primo que esteja na fatoragdo do mdc(a,b), mas ndo em a ou b). Per-
ceba que mdc(a,b)la = p/ — v < «;, analogamente ~; < [;, entao
v < min(ay, 3;) V1 < i < k. Sendo que de fato pgnm(al’ﬁl)p’;m(a?’ﬂ?) .. .p;nm(a’“’ﬁ’“)
divide a e b (pois min(x,y) < x,y);

. Analogo ao item anterior;

Isso vem do fato de que p*p¥ = p**¥ e min(x,y) + maz(x,y) = x + y, pois supondo
(sem perda de generalidade) que © >y = min(z,y) = y e max(z,y) =z =
min(z,y) + maz(z,y) =z +y;

Seja a = pi'ps?... Pk, b = poph . .pfk e c = pl'py...p)F onde cada primo de
p1, P2, - Pk € fator de a, bou c. E alb = «; < §;, também alc = o; <y, =
a; < min(Bi,v) V1 <i <k comoa; < min(f,v) = p; |pmm Biv) - —

almde(b, c). A segunda parte é analoga;

. Sedla e db = d|lmdc(a,b) e dlc = d|mdc(mdc(a,b),c) (em geral, mdc é

comutativo, pois dizer que “d|a e d|b” ou que “d|b e d|a” é anélogo);

. Temos que mdc(a,b)la = ¢ - mdc(a,b)|ca e mde(a,b)|b = ¢ - mde(a,b)|ch

mdc(ca,cb) |(l e mdc(ca,cb)

= c¢-mdc(a, b)|mdc(ca, cb), mas mdc(ca, cb)|ca = )b (pois

mdc(ca,ch)

¢ inteiro, ja que c|ca e ¢|cb = ¢|mdc(ca, b)), entao M|mdc(a b)

= mdc(ca, cb)|c-mdc(a, b), e mostramos que c-mdc(a, b)|mdc(ca, cb), logo obtemos

que ¢ - mdc(a, b) = mdc(ca, cb) (andlogo para mde(%,2), onde cla e c|b);

. Note que mdc(a, b)la = mdc(a,b)|ax e mdc(a,b)|b = mdc(a,b)|mdc(a, b+ ax),

sendo que mdc(a,b + ax)la = mdc(a,b + ax)lax e mde(a, b+ ax)|b + ax =
mdc(a, b+ ax)|lb = mdc(a, b+ ax)|mde(a,b) = mdc(a,b) = mdc(a,b £ az);

Seja a = dag e b = dby, onde d = mdc(a,b) = mdc(ag,by) = mdc(d,d) =
deT(a’b) = 1, entdao temos que aglboc, e queremos provar que aplc. Sejam ag =

aq Q2

prps? . DRk, bo = phpl pk, cc=p{'py...p)F,entao V1 <i <k, a;oupé
zero, pois caso contrario, entao p;lag € p;lby = pilmdc(ag,bp) =1 = p; =1,

@ipzi = «a; < B; + v, sendo que se a; = 0, como v; > 0 =

absurdo! Logo, p;"
a; < 7, caso contrario, f; =0 = «a; < V1 < i <k, entdao sempre temos que
a; < 7, portanto aplc = #(a,b)k' Note que a mesma prova foi feita em “2.2.1”,
poisd=C,NCy,entao ag=C, —d=C, —C,NCpeby=Cy—d=Cy,— C,NCYh,
na qual (C, — C, N Cy) N (C, — C, N Cy) = B representa mdc(ag, by) = 1, entao por
propriedades de conjuntos disjuntos, obtemos que (C, — C, NC}y) C C,, ou seja, que

aolc;



2.3 Exemplos

Exemplo 1.

a

Solugao. Suponha que ¥m seja racional, ou seja, existem a,b € N tais que /m = 7

onde % ¢ 7Z, a 1 b no caso. Seja mdc(a,b) = d e escreva a = dag e b = dby, logo
d

mdc(ag,bp) =1 e Ym = d%) = % = bym = aj = bylay, mas mdc(ag,by) =1 =
0 0

bp=1 = /m = ay € Z, absurdo! Entao, se /m ¢7Z — {Ym ¢ Q.

Exemplo 2.

Solugao. Seja d; = mdc(a,c) e do = mdc(b,d), entdao a = dyag, ¢ = dicg, b = daby €
d = dady, note que mdc(ag, co) = mde(by,dg) =1 = dyapdaby = dicodady = agby =
cody = apl|cody, mas mdc(ag, o) = 1 = ag|dy, porém dylay analogamente, logo
ag = dg = x e também by = ¢y = y, portanto a + b+ ¢+ d = dyx + dyy + dox + doy =
di(z +y) + do(x +y) = (di + do)(x + y) e dy + do,x +y > 2, logo ¢ o produto de dois

nimeros maiores que 1, entao a + b + ¢ + d nao ¢ primo B

Exemplo 3. (St. Petersburg 1996)

Solugao. Como 3" 1+ 5771|3n~1 4 5=l g 3n—l 4 5r=t3n 45— 301 4 571 3n 4
5" —3(3n L 577 = 5. 577t — 3. 5771 = 2. 5771 fizemos isso para ficar uma potécia
tinica de primo (cancelar o 3"). Ou seja, 3"t + 5"71|2 . 5" portando 3"~! + 571 & 5*
ou 2 - 5¥. Entretanto, note que o mesmo ¢é par, entdo 3"~ ' + 5"~ = 2. 5% Sendo que se
n =1 = 2|8, verdade! Logo, suponha n > 1 = k >1 = 5|3""! (pois 5/5* e

55" 1), absurdo! Portanto a tnica solugao é n = 1.



Exemplo 4. (Iran 2005)

Solugao. Note que como nlp —1 = p > n+1e que p = nk+ 1. Como
pln*—1=(n—1)(n*+n+1) = pln®+n+1 = p<n?+n+1, poisptn—1 (porque
p > n+1) entao mde(p,n—1) = 1 (por p ser primo). Logo nk +1|n*+n+1/kn*+kn+k,
entao nk+1|kn®+kn+k—n(nk+1) = nk+k—n = nk+1<nk+k—-n = n+1 <k,
sendo que n’+n+1l=nn+1)+1<nk+1=p<n’+n+1 = p=n?+n+1,logo
dp—3=4dn*+4dn+4-3 =4’ +4n+1=2n+1)> N

Exemplo 5. (IMO 1959)

Solugao. Para isso, temos que provar que mdc(21n + 4,14n + 3) = 1 para todo
n natural. Note que mde(21n + 4,14n + 3) = mdc(2ln + 4 — (14n + 3),14n + 3) =
mde(Tn +1,14n 4+ 3) = mde(Tn + 1,14n +3 — 2(Tn+ 1)) = mde(Tn+1,1) =1 W

Exemplo 6. (All Russia Mathematics Olympiad 1995)

Solugao. Seja d = mdc(m,n), note que mde(m,n) - mme(m,n) = mn, entao escreva

m = dr e n = dy, logo d - mmc(m,n) = d®>x,y = mmc(m,n) = dzy. Substituindo
temos que d+drxy =der+dy = zy+1l=2+y = zy—2x—y+ 1 =0, sendo que
ry—r—y+l=z(y—-1)—(y—1)=(@—-1)(y—1)=0,logor—1=00uy—1=0,
entao x ou y é 1, suponha que seja x sem perda de generalidade. Entao m = d e n = dy

= m|n B



Exemplo 7. (Romania Mathematical Olympiad)

Solugao. Lembre-se que mdc(z,y)-mme(z,y) = zy, entdo multiplique por mdc(a, a+
p) e mdc(b, b+p) em ambos os lados da equagao. mmec(a, a+p)-mde(a, a+p)-mdc(b, b+p) =
mme(b, b+p) -mdc(a,a+p)-mde(b,b+p) = a(a+p)mde(b,b+p) = b(b+p)mdc(a,a+
p) = a(a+ p)mdc(b,p) = b(b+ p)mdc(a,p).

Mas, como p é primo, mdec(a, p) pode ser 1 ou p, 1 se pfa e p se pla.

Caso 1. Suponha que p divida ambos. Logo a = pr e b = py = pzx(pr + p)p =
ppy+pp = zle+1)=yly+1) = *+ar=y’+ty = > —y’=—(z—y) =
(x—y)x+y)=—(x—y) = x+y=—1sex#y, absurdo!

Caso 2. Suponha que p nao divida nenhum. Logo, mdc(a,p) = mde(b,p) =1 =
ala+p) =bb+p) = a*+ap=0"+bp = a*—b*=—(ap—bp) = (a—0b)(a+b) =
—pla—b) = a+b= —psea+#b, absurdo!

Caso 3. Suponha que p divida a, mas nao b (o oposto é analogo). Entao a(a + p)p =
b(b+p) = plb(b+ p), mas como p é primo, p|b ou p|b +p == p|b, absurdo (pois
supomos que p 1 b)!

Exemplo 8. (Russia 2001)

Solugao. Temos que p + q|(p — ¢)3, sendo que (p — q)* = (2¢)® (mod p + ¢), entdo
p+q|8¢?, portanto p+q = 2%¢® com 0 < a,b < 3, masse b >0 = qlp+q = q|p =
p = q, substituindo temos que p + ¢ = 0, absurdo! Logo p+¢é2,40u8. p+q¢=2 =
p=¢q=1,0queéimpossivel. p+qg=4 = p=q¢g=2 = 2+2=(2-2)3=0,
também impossivel. Por fim, p+¢=8 = p=5eq=3 (p>q, pois (p —q)®> >0). E
de fato, 5+ 3 = (5 — 3)3 = 8. Logo, a tnica solugao ¢ (p, q) = (5, 3).

Exemplo 9. (Madhava 2020)

Solugao. Faga j = 2i, entdo mdc(a;, ay;) = mdc(i, 2i) = i, mais especificamente, i|a;.

Agora faca j = a;, logo mdc(a;, a,,) = mdc(i,a;) = i, pois ila;. Mas a;|a; e a;|aq, (pois

k|ag, entdo basta tomar k = a;) = a;|mdc(a;, a,,) =i e, como ijla; = a; =iV i W
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Exemplo 10. (OBM 2019)

Solugao. Tome d = mdc(a, b) e escreva a = dx e b = dy, entdo mdc(a, b)-mmc(a,b) =
ab = d-mmc(a,b) = d*zy = mmc(a,b) = dry. Substituindo, temos que d + dry =
k(de+dy) = zy+1=k(z+y).

1 1
Queremos provar que a + b > 4k, sendo que k = Ty + zy +

< a+b>4
rT+y T
d(x +y)* > 4zy + 4, mas se tivermos que (z + y)? > 4y + 4, entdo é verdade (e perceba

que temos que ter isso, pois nos “livramos” de d, entdo d esté livre na desigualdade).
Queremos que (x +y)? > dry+4 < (v —y)* >4 < |z —y| >2.

Agora suponha que > y (sem perda de generalidade), basta eliminar os casos que
r=yex=y+1l,poisdaiz>y+2 — xr—y>2.

Caso 1. Se x =y, temos que mdc(z,y) = mde(§, g) = mdcT(a’b) = 1, mas mdec(z,y) =
xy+1 1-1+1
r+y  1+1

Caso 2. Se z = y + 1, temos que a tnica equacao que pode nos gerar absurdo é

rzy+1
k=

T+
20+1|y2+y+1 = 2y+112(y*+y+1)—yy+1) = y+2 = 2y+1[2(y+2)—(2y+1) =
ry+1  2-1+1
r+y 241
Portanto, se x >y, temos que x #yexr #y+1 —= x> y+2 —= |z—y| >2 =

a+b>4k A

mde(z,z) =0 = z=y=1,logo k = = 1, absurdo! (pois k > 1)

pois, como k € Z, queremos que x+y|zy+1. Logo, (y+1)+y|(y+1)y+1 =

3= y=1= =2 Entdo k= =1, absurdo (pois k£ > 1)!

3 Problemas

Problema 1.

Mostre que se n > 6 é composto, entdao n divide (n — 1)!.

Problema 2.

Seja m > 6 um inteiro positivo. Demonstre que (n — 1)! + 1 ndo pode ser uma

poténcia de n.
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Problema 3.

Sejam a, b, ¢ e d inteiros positivos tais que ab = cd. Prove que

mdc(a, c) - mde(a,d) = a - mdc(a, b, ¢, d).

Problema 4.

Sejam a e b inteiros positivos tais que

a+1 b+1
n 4
b a

é inteiro. Prove que mdc(a,b) < va + b.

Problema 5. (Triplas Pitagdricas)

Encontre todas as solucoes z,y, 2 € N para 22 + 2 = 22.

Problema 6. (Japan Mathematics Olympiad Finals 2017)

Prove que nao existem inteiros positivos a, b e ¢ tais que

mme(a,b) = mme(a+ ¢,b+ c).

Problema 7. (Austria National Competition Final Round)

Sejam a, b e ¢ inteiros positivos tais que

b be , co

@ a b

é um inteiro. Prove que cada um dos ntmeros

ab bc ca

c’'a b

é um inteiro.
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Problema 8. (BMO 1991)

Sejam x e y inteiros positivos tais que 2zy|z? + y? — x. Prove que x ¢ um quadrado

perfeito.

Problema 9. (ELMO 2017)

Sejam aq, as, . . ., a, inteiros positivos com produto P, na qual n é um inteiro positivo

impar. Prove que

mde(ay + Pyay + P, ... a4, + P) < 2-mdc(ay,ag, ..., a,)".

Problema 10. (IMO Shortlist 2015)

: . i m+k
Sejam m > n inteiros positivos. Defina z; = P para k = 1,2,...,n + 1.
n
Prove que se todos os nimeros x1, T, . .., T,11 Sa0 inteiros, entao r1xy ... x40 — 1

¢é divisivel por um primo fmpar.
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3.1 Conclusao

Na maioria dos problemas de Teoria dos Numeros, as ideias aplicadas nesse ma-
terial sdo frequentes. Tais como: diferenca de quadrados (além de outras fatoragoes
algébricas), fatorar o mde, analisar fatores primos, desigualdades (principalmente com
divisibilidade). . .

Também vimos que podemos interpretar a fatoragao em primos de um nimero como
um multiconjunto para melhor visualiza¢do, entre outras técnicas (além do conteido
visto). Esse tipo de ideia é desenvolvida principalmente com a pratica repetitiva, pensando
em (e até resolvendo) muitos problemas variados. Lembrando que, procurar entender o
porqué e se questionar se tal propriedade faz sentido ¢é essencial para absorver conheci-

mento, pois apenas depois de nos questionarmos que saberemos se realmente entendemos.

4 Bibliografia

e Modern Olympiad Number Theory, Aditya Khurmi

“A matemdtica, vista corretamente, possui nao apenas verdade, mas também
suprema beleza - uma beleza fria e austera, como a da escultura.”
—Bertrand Russell
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