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1 Introducao

1.1 Contextualizacao

Ao trabalharmos com divisibilidade e seus fatores primos, sentimos a nescessidade de
estabelecer uma relagdo numérica mais formal entre nimeros, para que assim podemos
conseguir mais informagao ao reescrevelos separando o que relaciona-os e o que nao.
Por exemplo, se temos que 545, isto é 5|3 - 15, percebemos intuitivamente que o 3 nao
contribui para essa divisibilidade, enquanto 15 tem todos os “fatores” 5 que precisamos,
outro exemplo seria 52[10-15 = 2-5-5 - 3, entdo nesse caso ignoraremos o 2 e 3 porque

eles nao se ‘relacionam” com 5. ficando com 52|52, que ainda é verdade.
) )

1.2 Esclarecimentos

Quando nos referimos a essa relagao (que definiremos mais a frente), ha duas formas
de usé-la. Uma delas é perceber que cada nimero pode ser escrito unicamente em fato-
racao de numeros primos, interpretando essa relacao como se fosse a “intersecao” dessas
fatoragoes (que ja foi coberta em um material anterior). Enquanto a que veremos nesse
material se trata da aplicacao de um teorema muito poderoso para essa relacao que é o

Teorema de Bézout (uma forma de reescrever essa relagdo que veremos posteriormente).

2 Definicoes

2.1 Maximo divisor comum

Denotamos por mdc(a,b) = d <= dla,d|be V¥ d tal que d'|a,d|b = d' < d. Isto
¢, mdc(a, b) é o maior divisor comum de a e b.

Note que mdc(a,b) = mdc(b,a) = mdc(a,—b) > 1, logo apenas analisamos a,b € N
por simplicidade. Também vale observar que n|0 V n € Z, ou seja, mdc(a,0) = a, pois

ala e a|0, entretanto mdec(0,0) é indeterminado, pois qualquer inteiro divide 0.

2.2 Teorema de Bézout




Prova. Primeiro provaremos a ida. Note que mdc(a,b)la e mdc(a,b)|b =
mde(a,b)|lax + by = d O

Agora, mostraremos que todo multiplo de mdec(a,b) pode ser escrito como ax + by (a
volta). Defina v(z,y) = ax+ by e o conjunto V = {v(z,y) | x,y € Z}, entdo tome (o, yo)
para serem tais que v(zg, yo) Seja 0 menor inteiro positivo no conjunto (por Principio da
Boa Ordem).

Queremos provar que v(zg,yo) = ¢ = axg + byo divide a e b. Suponha que ¢ { a logo,
por Algoritmo da Divisdo temos que a = gc+r,0 < r < ¢ (r # 0 pois ¢ { a), entdo
a=qc+r =qlarg+by) +r = 1 =a—q(azo +byo) = a(l — gzo) + b(—qyo) =
v(1 — qzo, —qyo) € V, mas perceba que 0 < r < cer € V, absurdo pois tomamos ¢ para
ser o menor elemento positivo de V! Logo, cla e ¢|b = ¢ < mdc(a,b) pela definigao,
pois todo divisor comum de a e b é menor ou igual ao seu maximo divisor comum. Porém,
perceba que mdc(a,b)|a e mdc(a,b)|b = mdc(a,b)|axy + by = ¢ = mdc(a,b) < ¢,
entao ¢ = mdc(a,b), portanto é possivel escrever o mdc(a,b) como ax + by.

Mas, como mdc(a,b)|d = d = d'mdec(a,b). Entao, tendo v(xg,yo) = axe + byo =
mdc(a,b) =  d'v(zo,y0) = d'axg + dbyy = a(d'zy) + b(d'yy) = v(d'zo,dyy) = d -

mdc(a,b) = d, portanto podemos escrever qualquer d multiplo de mdc(a, b) também B

3 Corolario

3.1 Comentario

O Teorema de Bézout que acabamos de ver é uma ferramenta muito forte em Teoria
dos Numeros, ela nos permite provar muitas propriedades e teoremas de forma muito
resumida e muitas vezes, com apenas uma unica aplicacdo direta (ou nem tanto) do
teorema.

O objetivo desse material é treina-los a identificar quando e de que forma aplicar o
Teorema de Bézout pois ele, por si s6, é um teorema simples, o dificil é identificar sua

aplicacgao.

3.2 Propriedades

Propriedade 1.

Prova. Sabemos que se d|a e d|b, entao d divide qualquer combinagio linear de a e b

(isto &, ax + by, ¥ x,y € Z), e queremos que d|mdc(a,b), isso nos motiva a escrever



mdc(a,b) como uma combinagao linear de a e b.

Entao, por Teorema de Bézout, existem x,y € Z tais que mdc(a,b) = ax + by. Como
dla = dlax e dlb = d|by = d|ax + by = mdc(a,b) B

Propriedade 2.

Prova. Para isso, usaremos uma ideia recorrente quando queremos uma igualdade

trabalhando apenas com divisibilidade. Isto ¢, provaremos que os dois se dividem, ou seja,
mdc(ca, cb)|c-mde(a, b) e que c-mdc(a, b)|mdec(ca, cb), pois assim, se m|n = |m| < |n|e

nlm = |n| < |m|, logo |m| = |n| (mas como mdc(k,l) > 0, podemos retirar o modulo).

Inicialmente, provaremos que | mdc(ca, cb)|c - mdc(a,b) |, sendo que a tnica coisa que

sabemos é que mdc(ca, cb)|ca e mdc(ca, cb)|cb, ou seja, que mde(ca,cb) divide qualquer
combinagao linear de ca e ¢b e queremos obter que mdc(ca, c¢b)|c-mdc(a,b), entéo isso nos
motiva a escrevermos ¢-mdc(a,b) como uma combinagao linear de ca e cb, que é 0 mesmo
que escrevermos apenas mdc(a,b) como uma combinagdo linear de a e b (que é o que o
Teorema de Bézout afirma).

Entao, por Teorema de Bézout existem xg, yo € 7Z tais que mdc(a, b) = axo+byg. Sabe-
mos que mdc(ca, cb)|ca = mdc(ca, cb)|caxy e mde(ca, cb)|cb = mdc(ca, cb)|cbyy =
mdc(ca, cb)|caxy + cbyy = c(axg + byo) = ¢ - mdc(a, b) O

Agora provaremos que |c - mdc(a,b)|mdc(ca, ¢b) | com um raciocinio analogo, pois sa-

bemos que mdc(a,b)|la = ¢-mdc(a,b)|ca e mdc(a,b)|b = ¢ - mdc(a,b)|cb.

Para isso temos que existem x1,y; € Z tais que mdc(ca, cb) = (ca)x; + (¢b)y, por Teo-
rema de Bézout. Como temos que mdc(a,b)la = ¢-mdc(a,b)|ca = c¢-mdc(a,b)|cax;
emdc(a,b)|b = c-mdc(a,b)|cb = c-mdc(a,b)|cbyy = c-mdc(a,b)|(ca)x+(cb)y, =
mdc(ca, cb) = mdc(ca, cb) = ¢ - mdc(a,b) B

Propriedade 3.

Prova. Primeiramente, simplificaremos o problema para uma versao mais simples
apenas dividindo pelos fatores em comum, isto ¢, se mdc(a,b) = 1, entdo o problema
seria albc = alc, para isso usaremos um truque muito atil na maioria dos problemas

de Teoria dos Nimeros, que é, reescrever a em termos de mdc(a,b) multiplicado por uma

variavel ag, pois assim conseguiremos dividir essa divisibilidade por mdc(a,b) de ambos



os lados

Chame mdc(a,b) = d e como d|a e d|b, escreva-os como a = dag e b = dby, sabemos que
mdc(a,b) = mdc(dag, dby) = d - mdc(ag,by) = mdc(ag, by) = mde(a, b)
que albc = dag|dbpc = ag|boc. Agora, por Teorema de Bézout, existem z,y € Z tais

= 1. E, temos

que ¢ = ¢ - mdc(ag, by) = mdc(cag, cby) = (cag)x + (cby)y, sendo que ag|lbpc = ag|bocy e

aplcapr = ap|(cap)r + (cho)y = ¢ = ap = cl

Propriedade 4.

Prova. Isso é uma consequéncia direta da propriedade anterior, porém muito ttil,
principalmente quando mdc(k,n) = 1. Pois ka = kb (mod n) <= nlka — kb =

k(a —b), mas aplicando a propriedade anterior, temos que a—b < a=b

L
mde(n, k)

Propriedade 5.

Prova. Precisaremos provar que tal existe e, também que é tinico médulo n, ou seja,

se ac = 1 (mod n), entdo b = ¢ (mod n). Provaremos que existe primeiramente, depois
que ¢ tUnico.

Note que existe b tal que ab = 1 (mod n) <= nlab—1 <= 3k € Zlnk =
ab—1 <= ab—nk =1 <= mdc(a,n) =1 o que é verdade. Mas nao s6 isso, note que
é um se e somente se, ou seja, se mdc(a,n) > 1, tal b nao existe! Entao tal b existe (note
que se ¢ =b (mod n), entdo ac =ab=1 (mod n)) O
). Mas, ab = 1

Agora, suponha que existe ¢ #Z b (mod n) onde ac = 1 (mod n
=1 = ¢ = b (modn)

(modn) = ac = 1 = ab (mod n), porém mdec(a,n)

(pela propriedade anterior) B

3.3 Exemplos



Exemplo 1.

Solugao. Por Teorema de Bézout, reescreva mde(z,y) = xk + yl, entdo a™c®y) =
a® v = g%k ¥t = (a®)k(a¥)! = 1¥1' = 1 (mod n), isso é verdade pois, se k for negativo,

podemos considerar (a=1)~%* pois ab=1 (mod n) = a*b* =1*=1 (mod n) A

Exemplo 2.

Solucgao. Para isso, utilizaremos uma técnica muito poderosa em Teoria dos Niumeros,

que &, provar que mdc(a® — 1,a¥ — 1)|a™¥@¥) — 1 e que a™¥®Y) — 1|mdc(a® —1,a? — 1),
pois assim teremos que mdc(a® — 1,a¥ — 1), uma vez que sao positivos.

Note que mde(a® — 1,a? — 1)|a™?@¥) — 1 é consequéncia do exemplo anterior, pois

chame d = mdc(a®—1,a” —1), entdo a® = 1 (mod d) e a¥ =1 (mod d) = ™=V =1
(mod d) = mdc(a® —1,a? — 1)|amde@¥)~1,
Sendo que se k|l = a* — 1]a' — 1, pois chamando [ = kI’ temos que a* = 1

(mod a* —1) = (a*)' =da' =1" =1 (mod a* —1) = a* — 1]a’ — 1. Entao, como
dredy = a®—1|a® —1ea’ —1|a? =1 = a™*@¥) — 1jmdc(a® —1,a¥ — 1) R

Exemplo 3.

Solucgao. Existem duas formas de resolver esse problema. A primeira delas é bem
comum em problemas na qual queremos provar que dois inteiros nao possuem fatores em
comum (mdc deles igual a 1), que é provar que nao existe um primo que divide ambos.
Pois assim, se nao ha primos que divide ambos, eles nao possuem divisores em comum e,
divisibilidade com primos é sempre mais facil.

Ja a segunda forma é, usar a informacao de mdc(a,c) = mde(b,c) = 1 e reescrevé-la
com Teorema de Bézout, pois assim podemos manipula-la para chegarmos que mdc(ab, ¢) =
1.

(Solugdo 1.) Suponha que mdc(ab, c) > 1, logo existe um primo p que divide mdc(ab, c)
= p|ab e p|c, sendo que se p|ab, entdo pla ou p|b (caso contrario, mde(a, p) = mde(b, p) =
1 = p|l). Suponha, sem perder a generalidade, que pla = p|mdc(a,c) = 1, pois p|c

também, absurdo! Entao mdc(ab,c) =1 R



(Solugao 2.) Temos que mdc(a,c) = 1 entao, por Teorema de Bézout existem k e [
inteiros tais que ak + cl = 1, analogamente existem m e n inteiros tais que bm + cn = 1,
pois mdc(b,¢) = 1. Multiplicando as equagoes, obtemos: (ak + cl)(bm +cn) =1 —
(km)ab + (akn + blm + cln)c =1 = mdc(ab,c) =11

4 Problemas

Problema 1.

Prove que para todos os x e y inteiros positivos, existe N tal que para todo n > N

existem inteiros positivos a e b na qual ax + by = n - mdc(a, b).

Problema 2. (PUTNAM 2000)

Prove que a expressao
mdc(m,n) (n
n m

E um inteiro para todos os pares de inteiros n > m > 1.

Problema 3. (Iran 3rd round 2017 Numbers theory final exam P1)

Sejam x e y inteiros e p um ntmero primo. Suponha que existem m e n inteiros

positivos coprimos tais que

m

"=y

n

(mod p)

Prove que existe um tnico inteiro z moédulo p tal que

n

r=2" (modp)ey=z"

(mod p)




Problema 4. (IMO Shortlist 2012)

Chame de A um conjunto admissivel de inteiros que tem a seguinte propriedade:
Se x,y € A (possivelmente x = y) entdo 2% + kxy + y? € A para todo inteiro k.

Determine todos os pares m,n de inteiros nao-nulos tais que o tnico conjunto ad-

missivel contendo ambos m e n é o conjunto de todos os inteiros.

Problema 5. (OBM 2019)

Prove que para todo inteiro positivo m, existe um inteiro positivo n,, tal que para
todo inteiro positivo n > n,,, existem inteiros positivos (ndo necessariamente dis-

tintos) ay, as, . .., a, tais que




4.1 Conclusao

Teorema de Bézout é uma ideia um pouco especifica em Teoria dos Niumeros, mas
mesmo assim muito utilizada. Porém, na maior parte dos problemas e teoremas, ele estéa
presente, mas geralmente como alguma de suas implicagoes, principalmente em divisibili-
dade.

A licao mais importante desse material é mostrar na pratica como e quando aplicamos
Teorema de Bézout. Pois muitas vezes, a dificuldade desse tipo de problema é perceber
sobre o que se trata, por isso que, se tal problema esta relacionado de alguma forma com

o mdc, temos que considerar de alguma forma o Teorema de Bézout.
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