Simulado OBM - Ampulheta do Saber
Nivel 1 - (6° ou 7° ano)

Olimpiada
Brasileira de
Matematica

Solucoes

1.

(a) Sim, um exemplo é o ntumero 1121332231.

b) Nao, pois um nimero de 11 digitos teria 10 ntmeros de 2 digitos consecultivos,
g g

sendo que existem apenas 9 ntimeros distintos de 2 digitos 1, 2 e 3. 3 possibilidades

para a casa das unidades e 3 para as dezenas (3- 3 = 9), portanto haveriam nimeros

iguais.

2. Chame-os de a < b< ¢ < d < e. Entao abcde:a+b+c+d+e‘(*).

Seja S = 4 1 L
Qa o= abed  bede cilea 1deab . eab

, dividindo (x) por abcde, temos que S = 1,
c
1 1 1 1 1 1

d > 2 = < — = < — — —
Sin © ilue se5a - abed’ bede’ cdea’ deab’ eabe — 16 S= 16 + 16 + 16 +
E+1_6:E (absurdo, poiSS:1>1—6).

L 1 = 1 L + L + L + L + ! Anal t b>2 —

000 a4 = = —— 4+ — 4+ — 4+ — 4+ — Analogamente, se
1g al w_ bccé bede  cde  deb eb?9 X3 ’ -
S<-4—+4+ -+ -4 - =-— (absurd isS=1>-—).
_8+16+8+8+8 16(asur0,po1s 16)

11 1 1
Entao b = 1 e se ¢ > 2 temos que S < Z+§+§+Z+Z
S =1, ou seja, a igualdade tem que acontecer e, para isso c =d = e = 2.

= 1, sendo que de fato

Sendo, vejamos em (x) casoa =b=c=1. Entdiode =3+d+e — de—d—e =
3= de—d—e+1=4 = (d—1)(e—1)=4,comod=2-2ed—1,e—1>1, temos
qued—1=lee—1=4 —= d=2,e=boud—1=2¢ee—-1=2 = d=e=3.

Entao, as tnicas solugoes sao (1,1,2,2,2), (1,1,1,2,5) e (1,1, 1,3, 3) e suas permuta-

coes.

3.

(a) Suponha o contrario. Ou seja, que existe uma posi¢ao na qual Esmeralda nao
podera mover. Entao quaisquer duas bolas vizinhas possuem cores opostas (senao
Esmeralda poderia mover). Mas para isso as bolas teriam que alternar as cores

Y

porém 9 é impar, absurdo! (por paridade)
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(b) Suponha o contrario. Ou seja, tem como realizar uma série de movimentos para
chegar na configuracdo (ii). Veremos qual a posicdo que viria antes de (i) para
isso. Note que se fizermos um movimento, voltarmos para o movimento anterior
seria 0 mesmo que realizar esse movimento novamente. Porém, se vermos quais
posigoes conseguimos chegar a partir de (i7), notaremos que ela nao muda, ou seja,

nao tem como ter chego nela de qualquer outra posicao diferente!

Temos que ZADB = /DBA = « (pois AADB é isosceles) e ZACE = ZCEA = (3
(pois AACE ¢ isosceles).

Entdao Z/OCDA = ZABE =180°—a — ZDAC = ZFAB = a— 3 = v (pois a soma
dos angulos internos dos triangulos sao 180°).

Agora, basta ver que LZALD = ZLDA = 180° — 2y = LZAKE = ZKFEA (pois sdo
isosceles). Entao LALP = ZPKA, logo ALKP é ciclico e, andlogamente /KFEA =
ZLDA, portanto ADFE P também é isosceles B

5. Assumindo que tal coloracao é possivel, suponha que as cores sejam 1,2,3 e que
f(z) seja a cor de x.

Entao assuma que f(1) = 1 e seja a o menor inteiro tal que f(a) # f(1), ou seja, o
primeiro numero com cor diferente do 1. Supondo f(a) = 2, como todas as cores aparecem
no minimo uma vez, existe um b tal que b > a e f(b) = 3, no caso, existe algum nimero

com a 3% cor (que é a tultima cor que aparece pela 1* vez).
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Olhando para os ntimeros 1 e b temos que f(b+1) = 2 (pois 1 e b tem cores diferentes,
logo b+ 1 tem a 2* cor). E 2b+ 1 tem a 1* cor, pois f(b) =3 e f(b+ 1) = 2. Sendo que
a+1ltema3d* at+l+1l=a+2tema2* a+3a3*... 2b+1 tem a 2* ou a 3* cor (pois
todo nimero depois de a tem a cor 2 ou 3 dependendo da paridade), mas f(20 + 1) =1,

absurdo! Logo nao é possivel fazer tal coloracao.




