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1. Para resolver esse problema, vamos pensar como se estivessemos colocando os
nimeros de 1 a n? em ordem, um por vez. A cada momento, diremos que uma casa é
ruim se ela ainda nao foi preenchida mas tem uma casa vizinha que foi.

Suponha que o problema é falso, ou seja, que existe alguma forma de preencher o
tabuleiro tal que todas as casas vizinhas diferem por no maximo n — 1. Note entao que,
a todo momento, nao podera haver n ou mais casas ruins, porque senao, para preencher
todas as casas ruins atuais, demoraria no minimo n "movimentos“ (teriamos que preen-
cher no minimo n vezes antes de terminarmos de preencher todas as casas ruins daquele
momento), mas, olhando para a tltima dessas casas ruins preenchidas, se um de seus
vizinhos iniciais for k, preencheriamos ela com no minimo k + n, absurdo!

Entao, sabemos que a todo momento ha no maximo n — 1 casas ruins. Porém, se
olharmos para o momento anterior ao que preenchemos nossa primeira linha ou coluna,
sem perda de generalidade uma linha, sabemos que nessa configuracao nao ha nenhuma
coluna preenchida. Portanto, olhando para a linha que serd preenchida, ela tem exata-
mente n — 1 casas preenchidas, sendo que a casa nao preenchida dessa linha é ruim e,
para cada uma das casas preenchidas dela, sabemos que, na sua coluna, ha pelo menos
uma casa ruim (pois a coluna nao esta totalmente preenchida e, ha pelo menos uma casa
preenchida nela). Mas isso significaria que nesse momento haveriam no minimo n casas
ruins (uma para cada coluna), absurdo! Logo, sempre existirdo duas casas vizinhas que

diferem por no minimo n M
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Primeiramente, perceba que I € (AEF), pois ZIFA = ZAEI = 90°, logo ZIPA =
ZIFA =90° = ZDPI = 90°. Portanto, ID ¢ diametro da circunferéncia (IDP),
sendo que ID | BC, entao (IDP) é tangente a (DEF).

Agora, olhe para as circunferéncias (AEF), (DEF) e (IDP). Por centro radical,
sabemos que o eixo radical das circunferéncias (AEF) e (DEF) que é EF, (AEF) e
(IDP) que é IP e (DEF) e (IDP) que ¢ BC (pois elas sao tangentes em D) concorrem,
entao, sendo ) = BC' N EF', sabemos que ), P e I sao colineares.

Mas, como ZDPI = 90° = ZQ@PD = 90°. Agora, perceba que, se chamarmos
K = ADN (DEF) e L = AD N EF temos que (K,D;E,F) = —1 (KDEF ¢é um
quadrilatero harmoénico pois as tangentes a (DEF') por E e F se encontram em DK).
Porém, projetando (K, D; E, F) por D em EF, temos que (L,Q; E,F) = —1. Por fim,
projetando (L, Q; E, F') por A em BC, temos que (D,Q;C,B) =—-1=(B,C;Q, D).

Entao, sabemos que BCQD é uma quadrupla harmonica e que ZQPD = 90°, logo
P esta no circulo de Apolonio de BC' por D, portanto PD ¢é bissetriz de Z/BPC, sendo
que LZAPF = LAIF = /FIA = ZFPA (por Teorema dos Bicos) e conseguimos que
/BPD = /DPC, entao /FPB = Z/CPE.

Mas, /YPB = /CPX = /YPF =/EPX = XE =YF, entdao XEYF é um
trapézio isésceles. Portanto XY || EF. Sendo T = XENYF, temos que TE = TF, pois
LFET = ZTFFE (porque LZYXE =ZFYX e XY || EF), entao T esta na mediatriz de
EF, sendo que Al é a mediatriz de EF (porque AE = AF e IE = IF, entdo A e I estdo
na mediatriz de E'F, logo tal reta é AI), portanto T" esta em Al.

Agora, basta provar que T estda em BC. Para isso, basta aplicar o Teorema de Pascal
no hexagono ciclico (AFY PXFE), pois entdo obtemos que AFNPX =B, FYNXE =T
e YPN EA = C sao colineares, logo T esta na reta BC. Portanto EX, FY, Al e BC

concorrem W

3. A tnica garantia que temos entre 20 inteiros consecultivos é que todos os restos
modulo 20 aparecem exatamente uma vez (sistema completo de residuos modulo 20). Ou
seja, a liberdade que temos para escolher d é seu resto modulo 20, que é o mesmo que
escolher seu resto modulo 4 e 5.

Entao, tomaremos d dentre os 20 tal que d = 3 (mod 4) e d = 0 (mod 5) (d = 15
(mod 20)), pois assim, teremos que d possui um divisor primo p tal que p = 3 (mod 4)

(caso contrario, teriamos d =1 (mod 4)).
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Note que d nao pode ser quadrado perfeito, pois d = 3 (mod 4) (3 nao é residuo
quadratico médulo 4). Entdao nv/d ndo ¢ inteiro, portanto temos que se |nvd| = m,
m<nvd<m+1 = m?<n?d < (m+1)2 Mas {nvd} = nvd— |nVd] = nvd—m,
multiplicando ambos os lados por nvd + m (para termos diferenga de quadrados e sumir
com \/d na direita), obtemos que (nvVd + m){nvd} = nd — m>.

Sendo que m < ny/d, portanto 2nvVd{nvd} > (nvd + m){nVd} = n*d — m?* —

5 2 2
Porém, queremos provar que n\/a{n\/a} > o ou seja, basta que

d—m 5
> - =
-2

que

n?d —m? > 5, mas n?d > m? = n?d>m?+1 = n?d —m? > 1, entdo temos
mostrar que n?d —m? # k, k € {1,2,3,4}:

e Caso 1. (n*d—m? = 1) Para isso, vimos que existe um divisor primo p de d tal que

p = 3 (mod 4), entao analisando médulo p obtemos que m? = —1 (mod p) =
_1 _1 p—1 .

(—) = 1 mas, pelo critério de Euler, (—) =(—-1)2 = —1poisp=3 (mod 4),
p p

absurdo!

e Caso 2. (n®d — m? =2) Como d = 0 (mod 5), analisando médulo 5 obtemos que

m? =3 (mod 5), mas 3 nao ¢é residuo quadratico modulo 5, absurdo!

e Caso 3. (n?d —m? = 3) Como d = 0 (mod 5), analisando médulo 5 obtemos que

m? =2 (mod 5), mas 2 nao ¢é residuo quadratico modulo 5, absurdo!

e Caso 4. (n*d—m? = 4) Para isso, vimos que existe um divisor primo p de d tal que

p = 3 (mod 4), entdao analisando modulo p obtemos que m? = —4 (mod p) =

_4 —1 —1 p—1
(—) =1 = (—) = 1 mas, pelo critério de Euler, (—) =(-1)z =-1
p p p

pois p = 3 (mod 4), absurdo!

Entao n?d —m? > 0 e n?d —m? # k, k € {1,2,3,4}, portanto n?d —m? > 5 =

nVd{nvd} > g |




