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Questao 1 - Alternativa A

Solugao: Note que qualquer namero de dois algarismos ab escrito na base 10 pode ser
expressado como 10a+ b, onde b ¢é o digito das unidades e a o das dezenas. E1 < a,b <9
¢é a Unica restricao que temos sobre os inteiros a e b.

Entéo a soma de um ntamero ab de dois algarismos com o seu contréario é ab + ba =
(10a + b) + (10b 4+ a) = 11(a + b) e, a tnica restri¢do sobre a + b é que 2 < a + b < 18,
pois a e b sao digitos na base 10.

Logo os nimeros que podem ser escritos como soma de um numero de dois algarismos
e seu contrario sao da forma 11k, onde 2 < k < 18 e a tnica alternativa que nao é dessa

forma é a A, pois 56 nao é multiplo de 11.

Questao 2 - Alternativa C

Solugao: Substituindo, conseguimos que f(a) = 7a®> +2a*> +20 =20+ 9 = 9a* =
9 = a==+1. Como a > 0, entao a = 1. Dai, f(b) = 7b* + 2ab + 20 = Tb* + 2b + 2b =
4b +7a = 4b+7 = T7b*> = 7. Como a # b, entdao s6 podemos ter b = —1. Logo,

a+b=14+(-1)=0.

Questao 3 - Alternativa D

) 16 16
Solugao: Temos: 999...999 = 100...00 — 1 =10 — 1 = (10% + 1)(10® — 1)

E também: 100...001 =100...00+ 1 =10% + 1
— —

7 8
16

099...999  (10° +1)(10° — 1)
M 100001 105 + 1 ! LG
N—— 8

7
Portanto a resposta é 9 -8 = 72
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Questao 4 - Alternativa B
Solugao: Casos totais: 6-5-4 = 120 (tratamos bolas de cores iguais como distinguiveis)
Casos favoraveis: 3-2-1-6 = 36 (temos 3 possibilidades para escolher a bola verde, 2
para a azul e 1 para a roxa, além de multiplicar pelo niimero de permutacoes de ordenacao
das 3 retiradas que é 3! = 6)

36
Logo a probabilidade de Joaozinho sortear 3 bolas de cores distintas é 20— 10"

Questao 5 - Alternativa C

Solugao: Seja x a quantidade de macgas e y o preco falso das laranjas, entao ele
comprou x+4 laranjas e achou que o preco das macas era y-+2, entao o prego previsto foi
r(y+2)+ (z+4)y = 2zy + 22 + 4y. Porém, o preco correto seria (v +4)(y + 2) + zy =
2zy + 2z + 4y + 8. Portanto ele vai ter que pagar 8 reais a mais.

Questao 6 - Alternativa E

Solugao: Somando 2025 de ambos os lados, temos que:
N+2025=14+(1+9)+(1+99)+---+(1+999...99)
— N +2025 =10° + 10" +10* 4+ 10° + - - - 4 102>,

1 2025 1
Pela formula da PG, temos que: N + 2025 = —— = 111...11111
9 %/_/

2025
Dai, temos que

N =111...11111 —-2025 = 1111 ...1109086
———— —_—
2025 2020

Logo, a soma de algarismos de N é: 2020-14+0+9+ 0+ 8 + 6 = 2043.
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Questao 7 - Alternativa E

Solugao: Note que 1000 =2-2-2-5-5-5, logo, como o tnico algarismo que é multiplo
de 5 é ele mesmo, (pois 2-5 = 10 > 9) entdo o nimero tera que conter 3 digitos iguais
a 5 para multiplicados contribuirem com 5% que esta na fatoracao de 1000. E, para os
ultimos 2 algarismos, eles poderao ser 2 e 4 ou 1 e 8, para contribuirem com os 3 fatores
2.

Entao os niimeros com essa propriedade vao ter seus digitos sendo uma permutacao
de 5,5,5,2,4 ou 5,5,5,1,8. E para cada caso teremos que escolher onde colocar o 2 e 0 4
que os 5 ja estarao determinados, o mesmo vale parao 1 e o 8.

Sendo que para colocar o 2 teremos 5 possibilidades e para colocar o 4, agora teremos
apenas 4 possibilidades, totalizando 5 -4 = 20 para o primeiro caso e 5 -4 = 20 para o

segundo, entao a quantidade de niimeros com tal propriedade é 20 + 20 = 40.

Questao 8 - Alternativa C
Solucao: Seja r a quantidade inicial de pessoas na festa. Temos que 60% -z é a

quantidade de mulheres. Por outro lado, ap6s a van chegar, temos que 58% - (z + 20)

60

sao mulheres. Porém, como na van nao tinha mulheres, entao podemos igualar: mm =
58 58 2 58

— 20) = — —20 = —xr=—20 = z = 580.

100 29 = 106% + 100 100"~ 100 ‘

Dai, tinham 40% - 580 pessoas que gostavam de dancar +20 homens que gostam de

dancar. Logo, ao todo sao 232 4+ 20 = 252 pessoas ficaram até o final.
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Questao 9 - Alternativa A

Solugao: Seja x o comprimento em metros da pista. A distancia entre Bruno e Caio
era de 10 metros quando Arthur cruzou a linha de chegada, e era de 16 metros quando
Bruno cruzou a linha de chegada. Vemos assim que, durante o intervalo de tempo no qual
Arthur e Bruno completaram a corrida, Bruno correu 36 metros enquanto Caio correu 30,

logo

velocidade de Caio 30
velocidade de Bruno 36

2
6.

Como Bruno cruzou a linha de chegada 16 metros a frente Caio, temos a equagao

5 — 16

i ’ = br =6(x —16) =6x —96 = z = 96 que é o comprimento em metros
x

da pista.

Questao 10 - Alternativa D

Solucao: A costureira gastou 299 centavos. Como as blusas sao iguais, em cada
uma foi gasta a mesma quantia, logo, o niimero n de blusas é um divisor de 299. Como
299 = 13 x 23 e tanto 13 quanto 23 sao primos, as possibilidades para n sao 1, 13, 23
e 299. O enunciado exclui a possibilidade n = 1 (s@o varias blusas) e a possibilidade
n = 299 é excluida observando que, como um botao custa 4 centavos, a quantia gasta em
qualquer blusa é maior que 1 centavo. Se n = 23, o total em botoes e lagos gasto em cada
blusa seria 13 centavos, o que nao pode acontecer pois nao é possivel gastar exatamente
13 centavos com botoes de 4 centavos e lagos de 7 centavos. Resta a possibilidade n = 13,
nesse caso, o total gasto em botoes e lagos em cada blusa é de 23 centavos, que corresponde

a 4 botoes e 1 laco.
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Questao 11 - Alternativa A

Solugao: Pode-se observar que ap6s 6 batidas, a bola volta para a posicao inicial.

B

Por paralelismo e triangulo equilatero, temos DA = DE = BF = BG = IH = IC,
logo como DA = IC temos que DI é paralelo a AC. Entdo as batidas se repetem de 6
em 6, como 2024 = 6 - 337 4 2, temos que ela vai ser analoga a batidas que deixam resto
2 na divisao por 6. Das alternativas, apenas a alternativa A, 8 batidas deixa resto 2 na

divisao por 6, logo a resposta é alternativa A.

Questao 12 - Alternativa D
1
Solugao: Sabemos que x? + — = 3, elevando ao cubo ambos os lados da expressao,
x
3 2 Ls 6 2 1 1 6 1 2 1
obtemos 3° = 27 = (x +ﬁ) = 2% + 3z +3E+E ==z +E+3($ +ﬁ> =
1
2% + —1t9 = 2% + — = 18. Mas, agora se elevarmos isso ao quadrado, obtemos
x x

1 1 1 1 1
2 __ _ 6 2 _ .12 6 12 12 —
18° =324 = (z +x6) =z +2xx6+x12_x +—x12+2:>x +x12—322.
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Questao 13 - Alternativa B

Solugao: Note que DBE é retangulo isoceles, logo BC é altura e portanto mediana

= OE = DC = 1. Pelo Teorema da Bissetriz Interna (no triangulo AED, pois ZEDO =

20 g 0BT _ é — [DOE] = 2[A0D] = % _

= 4 ° = = —. P
ZODA 5°) 5% — 2 ortanto DO

[DAE] = [AOD] + [DOE] = [AOD] + 2[AOD] = [AOD] = %

2

Obs.: [XY Z] denota a area do triangulo XY Z.

1 =
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Solugao: Inicialmente, perceba que f(z) = f(1—x), entdo basta resolver para 0 < x <

3
3 Note que como o lado do triangulo é 1, é facil calcular por Pitagoras que a altura é -

1.3 /3 3 V3 V3
Logo a areade ABC' e ABD é 22 :§eaéreadeACBDé§ %:\/7— Note que
T HAVAS)
as areas dos triangulos ACF, BCE, ADF e BDFE sao as mesmas, que é 5 2 — 0
3 3 3(1—2 1 1
logo f(z) = \/7_—4.9621/_ = \/_(2 ) para 0 < z < 3 SGE < z < 1 entao
3(1—2(1 — 3(2x — 1 3(1 -2
flz) = f(1l—2) = v3( 2< 7)) — v3( g ) = V3 5 x)| Portanto, temos
3(1—2
que f(z) = M para todo 0 < x < 1.

Questao 15 - Alternativa C

Solugao: Podemos supor que a > b sem perder a generalidade. Entao a? < a® + 4b +
1 <a’+4a+1 < a’*+4a+4 = (a+2)? como a®+4b+1 é um quadrado perfeito entre a® e
(a+2)? entao a®+4b+1 = (a+1)> =a*+2a+1 = a = 2b. Entdo como sabemos que
b? +4a+ 1 também ¢ um quadrado perfeito e a = 2b, logo b? +8b+ 1 é quadrado perfeito.
Mas (b+1)% = b*+2b+1 < 1> +8b+1 < b*+8b+16 = (b+4)?, portanto, de forma andloga
temos que b2+8b+1 & (b+2)? ou (b+3)%. Mas se b?>+8b+1 = (b+2)? = b?+4b+4 = b= %
que nao ¢é inteiro! Logo * +8b+1= (b+3)?=b0*+6b0+9 = b=4 = a =8, entao

o valor da soma dos ntimeros que Marcos escolheu é a +b =8 +4 = 12.
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Questao 16 - Alternativa B
Solugao: Seja os raios das circunferéncias R = 4, r = 1 e x que queremos achar.

Aplicaremos o Teorema de Pitagoras multiplas vezes.

Olhando para O1DFOs:

(R+12)*> - (R—1)>=DF?>= DF = V4Rx

Olhando para F'EO50s:

(r+z)*—(r—z)?=EF*= EF = Virz

Olhando para DEQO>O:

ED?*=(R+7)>—(R—7)>= EF = V4Rr

N
8
|
©

Logo, DE = DF+FFE = VARr = VARz+V4re = 4/14+2\/x =4 = /1 =
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Questao 17 - Alternativa E

Solugao: Vamos trocar as sentencas pelas frases analogas a elas. A frase “nao gosta
de maga, entao nao gosta de laranja” ¢ anédlogo a dizer que “se gosta de laranja, entao
gosta de maca”. A frase “nao gosta de maca e nao gosta de banana entao nao gosta de
uva” é anélogo a “gosta de uva entao gosta de macga ou gosta de banana”. E, por fim,
“todo mundo nao gosta de maga ou nao gosta de banana” é anélogo a “ninguém gosta de
maca e banana’. Assim fica mais facil de entender o problema. Note que Alice mentiu,
pois ela gosta de laranja e todo mundo que gosta de laranja, gosta de maca. Bia também
mentiu pois ninguém gosta de maca e banana, Cecilia mentiu pois ela gosta de laranja
e nao gosta de macga. Daniela mentiu também pois nao é possivel gostar apenas de uva
sem gostar de maga ou banana. Logo a tnica que nao mentiu foi Eduarda, que gosta de

uva, laranja e maga.

Questao 18 - Alternativa D

Solugao: Perceba que, ao analisar apenas os restos, a cada 3 nimeros consecutivos
irao aparecer todos os restos de 0 a 2, pois caso contrario, como o padrao se repete de 3
em 3, se um resto aparece pelo menos 2 vezes no bloco de 3, ele vai aparecer pelo menos
2 -5 = 10 vezes e nao temos nenhum resto que aparece 10 vezes. Analogamente, a cada
5 ntimeros consecutivos, vao ter todos os restos de 0 a 4. Como 3 e 5 sao primos entre si,
ao fixar um padrao de restos para o 3 e um padrao de restos para o 5, vai aparecer todas
as combinagoes de restos possiveis (por exemplo, um nimero que deixa resto 0 por 3 e
resto 2 por 5), e pelo Teorema Chinés dos Restos, conseguimos garantir que todos esses

numeros existem e sao numeros entre 1 e 15.
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Note que um mesmo ntmero nao vai ser escrito duas vezes, pois cada namero entre 1 e
15 determina um tunico par (a, b) onde a é o resto na divisdo por 3 e b é o resto na divisao
por 5. Agora basta contar quantos padroes de 3 e de 5 nés podemos ter. Para isso, fixe
uma posicao, ela e as suas 2 posicoes a direita tem 3! = 3-2-1 = 6 opcoes para o resto na
divisao por 3 e ela e suas 4 casas a direita tem 5! =5-4-3-2-1 = 120, logo a quantidade
de formas de preencher é 120 - 6 = 720 maneirass, porém a questao esta desconsiderando

as permutacoes circulares, como 720 é a contagem com todas as permutacgoes, acabamos

2
contando 15 vezes cada, nas 15 rotagoes. Entao a resposta é T 48.

Questao 19 - Alternativa B

Solugao: Seja O o centro da circunferéncia, OM a altura do triangulo O AB relativa
a base AB e ON a altura do triangulo OCD relativa & base CD. Como AB é paralelo a

CD, segue que os pontos M, O e N estao alinhados e que M N é a altura do trapézio.
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Vamos denotar OA = OB = OC = OD =r, OM = z e ON = y. A altura do

trapézio é, assim, igual a x + y = 27cm. Como o tridangulo OAB ¢ is6sceles com base

AB = 48cm, segue, pelo Teorema de Pitagoras, que
r? = 242 4 z*

De forma analoga, como o tridangulo OCD é isosceles com base C'D = 30cm, segue, pelo

Teorema de Pitagoras, que
r? =152 492
Subtraindo a segunda equacao da primeira, e usando que y*> — 22 = (y + z)(y — ), temos
(y + 2)(y — ) = 24*> — 15% = 351

Embora o desenho indique que o centro da circunferéncia esteja dentro do trapézio, este

fato pode ser confirmado pois se o centro da circunferéncia estivesse no exterior do trapé-

zio, terfamos as seguintes equagoes:



Ampulheta do Saber

: W
Simulado OBMEP 2024 - 12 fase 5
Nivel 3 - (Ensino Médio) \) /

~ OLIMPIADA BRASILEIRA
Solucoes B M rhniiss
—_— OBMEP
que resultariam em x = 20 e y = —7 o que é impossivel ja que y > 0. Assim, o centro

da circunferéncia é interior ao trapézio e temos as seguintes equagoes:

r4+y=27

351
—r=—=13
A OR 20

que resultam em x = 7 e y = 20. Pelo Teorema de Pitagoras, segue que

r? =242 + 7% = 576 + 49 = 625

e, portanto,

T =vV625 =25

Questao 20 - Alternativa C

Solugao: Perceba que para cada par a seguir, nao podemos escolher ambos os ntimeros
(pois um ¢é o dobro do outro): (1,2), (5,10), (6,12), (7,14), (8,16) e (9,18). E nao ha
dois pares citados com um mesmo numero. Logo, temos que deixar de escolher no minimo

6 nimeros (um de cada par). Portanto o maximo de nimeros que podemos escolher é

20 — 6 = 14. Um exemplo de tal conjunto é {1, 3,4,5,11,12,13,14,15,16, 17, 18,19, 20}.



