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1 Introducao

1.1 Contextualizacao

Uma das propriedades mais fundamentais dos nimeros reais é que estes podem ser ordenados,
de tal maneira podemos sempre comparar dois nimeros e dizer qual € menor, maior ou se sao iguais.

Podemos pensar em uma reta numérica, na qual associamos cada real a um ponto dela, e definindo
uma direc@o positiva para direita, podemos dizer que se um ndmero estd a direita de outro, entdo ele
¢ maior.

Com essa simples caracteristica dos reais podemos atacar diversos problemas em diversas dreas
da matematica, seja resolvendo inequagdes, cotando valores ou até mesmo em geometria!

1.2 Esclarecimentos

Quando dizemos que um nimero € maior que outro ("mais a direita na reta numérica") matema-
ticamente escrevemos a > b (a maior que b), caso a seja menor escrevemos a < b. Ainda a o caso em
que ndo temos certeza se a € maior ou igual entdo escrevemos a > b e se for menor ou igual escreve-se
a<b.

E importante citar também que ao longo do material serd utilizado algumas técnicas de fatoracio,
entdo o leitor devera estar acostumado com as mais basicas como (a+b)? = a* +2ab + b?.

2 Definicao

Além da analogia com a reta numérica podemos definir: a > b <= a-b > 0, analogamente
a<b < a-b<0.

3 Propriedades basicas

Uma desigualdade funciona quase como uma equagdo, em que podemos manipular em ambos
lados para chegar em uma conclusdo, porém temos que tomar cuidados em relacdo ao sentido da
inequacgdo (> ou <). Note também que podemos ler a inequagao 10 >7 como 7 < 10 sem alterar o
significado.

Considerando sempre nimeros reais podemos enumerar as seguintes propriedades:

1. Sea>beb>centioa>c
2. Sea>bentioa+c>b+c
3. Sea>b=-a<-b

Sea>0eb>0entdoab>0

Sea<0eb<0entdoab>0

AU

Sea>0eb<0entdoab<0

7. Sec>0entdioac>bc=a>besec<0entiaoa<b.
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8. Sea>b>0ec>d>0entdo ac > bd

9. Seazlﬁlsl
a

10. a? >0 (Muito importante!!!)

3.0.1 Demonstracoes

1. Pensando na reta numérica, se a esta a direita de b e b esta a direita de ¢, entdo a esta a direita
de c. Tente pensar em exemplos numéricos.

2. Se temos dois nimeros na reta numérica e transladarmos ambos por ¢ a ordem se mantém.

3. Se a estd a direita de b na reta numérica, multiplicar ambos por —1 refletiria ambos pela origem,
o que deixaria —a mais a esquerda de —b.

&

Um ndmero positivo multiplicado por um positivo sempre € positivo.
usando (3): —a>0e —b >0 logo como (—a)(-b) = ab segue de (4).
-b>01ogo (a)(-b) >0 logo ab <0

A

ac > bc = (a-b)c >0 entdo pela definicdo e por (4) (5) e (6) os resultados seguem.

8. Note que por (7): ac > bc e bc > bd, logo por (1): ac > bd.

1 1 ¢ . .

9. a-—=1,logo como a > 1 temos — < 1. Tente generalizar esta propriedade para outros nimeros
a a

além do 1. Cuidado com os negativos.

10. Segue de (4) e (5).

4 Exemplos

Exemplo 1

Solucao. Note que usando as propriedades (4), (2) e (10) temos:

1
X+-22 e 2+122% = x> -2x+1>0 — (x—1)220l
X

Como estaremos usando fortemente as propriedades bdsicas, vou omiti-las agora em diante, entdo
certifique-se de té-las em mente para continuar.
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Exemplo 2 (olimpiada Tcheca)

Solucao. Expandindo os termos em parentéses temos que provar:
ac—da—bc+db+ab—-ad—-cb+cb+db-dc—ab+ac>0 <—

2(ac+db-da-bc)>0 < (a-b)(c-d) >0

Utilizando agora o fato de a+d =b+c = (a-b) = (c-d).
Logo (a-b)(c-d)=(a-b)2>0m

Exemplo 3

Solucao. Note que:
(a=b)*+(b-c)*+(c-a)*>0

> 2(a®+b*+c*)-2(ab+bc+ca) >0

= a+b*+c*>ab+bc+cam

Exemplo 4

Solucdo. Pelo exemplo 3:

a*+b*+ct = (a®)*+ (b*)*+(c*)? 2 (ab)?* + (bc)* + (ca)*
Olhando para o lado direito:
(ab)? + (bc)? + (ca)? > abc* + bea? +ach? = abe(a+b+c)

Portanto:
at+b*+ct > abc(a+b+c)m

N
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41 MA >MG
Desigualdade das médias. Sejam x,y reais positivos. Entao € vélido a desigual-
dade: 5+
2V

Igualdade se e somente se x =y.
Prova.
(x=y)220=x%-2xy+y>>0

= X’ +2xy+y? >4xy < (x+y)?>4xy

= — > Xy

Para o caso de igualdade teriamos que ter (x—y)2=0=x=y.

4.2 Aplicacoes

Exemplo 1

Solucio.

logo queremos que:

Exemplo 2

Solucao. Note que por MA MG:

1
_(ﬂﬁ)z WAL
2\z vy zy
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Somando ciclicamente nas variaveis:

Q+}E+Z’—x2x+y+z:1l
zZ x Yy

Exemplo 3 (ARML)

Soluc¢iao. Apesar do problema de primeira vista parecer puramente de geometria,
com um pouco de criatividade podemos notar que por MA MG:

a?+c%>2\a2c? = 2ac
E também:
a® +4b* > 2\/4a2b? = 4ab

Somando ambas inequacdes:
2a® +4b* + ¢* > 4ab + 2ac

Isto nos déd que a identidade fornecida pelo enunciado € exatamente o caso de igual-
dade do nosso resultado. Portanto, olhando para os casos de igualdade nas MA MG

usadas teriamos:

a2=c2:>a:c

a?=4b% = a=2b

Para terminar basta utilizar lei dos cossenos no angulo requerido:

7
b? = a* +c* —2accos B = b* = 4b* + 4b* — 8b* cos B = cosB = 3
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5 Problemas

Problema 1

Sejam a, b reais positivos. Prove que:

Problema 2

Prove que para todo x real a seguinte desigualdade € valida:

2% +1>2x +x2

Problema 3 (Nesbitt)

Prove que para reais positivos a, b, c vele:

a b c
" I
b+c c+a b+a

............................................................................

Problema 4

Sejam x,y reais positivos. Prove que:

Problema 5

i .. 32 n
Para um x real positivo ache o valor minimo de — + >
n
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Problema 6
Mostre que a média quadrdtica € maior que a aritimética para x,y reais positi-
VOS.
[op2iEy2 JXHY
2 2
Problema 7

Sejam a, b, c reais positivos. Mostre que:

e )o-)e-)

o0
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