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1 Introducao

Nesse material, iremos explorar a parte da geometria de quadrilateros circunscritiveis. Para isso,
comecaremos com algumas ideias iniciais que nos ajudardo em provas futuras.

2 Ideias iniciais

2.1 Teorema do bico

Esse teorema servird como base principal para prova de diversos outros teoremas sobre quadrilé-
teros circunscritiveis e também sobre tridngulos.
Ele afirma que:

Teorema. Seja I' uma circuferéncia e A um ponto externo a I'. Defina B e C como pontos em
I tais que AB e AC sdo tangentes a I'. Temos que AB=AC.

Prova:

Perceba que OBA=0CA=90°, por tangéncia, ¢ OC=0B, por serem raios de I. Assim, temos que
AOCA=AOBA, pelo critério cateto-hipotenusa de congruéncia. Logo, concluimos que AC=AB,
como queriamos demonstrar.

Problema 1. (OBMEP-2021 Adaptado) Sejam I'y e I', duas circunferéncias de raios distintos.
Defina r e s como as retas tangentes externas a I'y e I';. Os pontos S e S’ estdo em s, enquanto R e
R’ estdo em 1, com S e R pertencendo aI'y € S’ e R’ pertecendo a I';. Pegue A sendo um ponto no
segmento RR’ e B, C pontos no segmento SS’, com AC tangente a I'y e AB tangente a I',. Mostre
que o perimetro do AABC € igual a 2RR’.
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Solucao.

Defina T como a intersec¢ao de r e s, D como a interseccdo de AB com I'; e E como a intersec¢ao
de I'1 com AC, como vemos na figura. Pelo teorema do bico em I'y, temos que TR=TS, enquanto
pelo teorema do bico em I, temos TR’=TS’. Assim, concluimos que TR-TR’=TS-TS’, fazendo com
que RR’=SS’. Também, por bico, temos BD=BS’, CE=CS, AD=AR’ e AR=AE, fazendo com que
SS’=BC+BD+CE e RR’=AD+AE. Como SS’=RR’, temos 2RR’=RR’+SS’=(AD+AE)+(DB+BC+CE),
concluindo que o perimetro de AABC seja igual a 2RR’.

2.2 Teorema de pitot

O préximo teorema que veremos € simplesmente uma aplicagdo do teorema do bico em quadri-
lateros convexos:

Teorema. Seja ABCD um quadrildtero convexo. Tal quadrilétero € circunscritivel se, e somente
se, AB+CD=AD+BC.

Prova:
Para mostrar o se, e somente se, comec¢aremos fazendo a ida e depois a volta:

1°) Dado ABCD um quadrilatero circunscritivel, temos AB+CD=AD+BC:
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Nomeie os pontos de tangéncia de ABCD como E, F, G, H, como mostra na figura acima. Pelo te-
orema do bico, temos que AH=AE, BE=BF, CF=CG e DG=DH. Assim, temos que AH+BF+CF+DH=
AE+EB+CG+DG, onde AH+DH=AD, BF+CF=BC, AE+BE=AB, CG+DG=DC. Substituindo, temos
AD+BC=AB+CD.

2°) Dado que AB+CD=AD+BC, temos que ABCD ¢é um quadriltero circunscritivel:

Suponha que ADCI néo € circunscritivel, mas vale a relacdo dos lados. Temos que existe uma cir-
cunferéncia tangente aos lados AD, DC e Cl em H, G, F, respectivamente, mas ndo toca Al, e sim AB,
intersectando em E. Pelo que ja provamos, AD+BC=CD+AB, mas também temos AD+CI=CD+AL
Assim, AB-BC=AI-CI=AI-(BC+BI), entdo AB=AI-BI. Definindo B’ como um ponto em Al tal que
IB=IB’, temos que AB=AI-IB=AI=IB’=AB’, fazendo com que ABB’=AB'B=180°-18'B=180°-15B".
Porém, temos que CBB’=180°-1BB’, fazendo com que CBB’=ABB’, o que nio é verdade, dado que
A, B e C ndo sdo colineares. Portanto, nossa suposi¢do € falsa, concluindo que ADCI € circunscritivel.
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Problema 1. Seja ABCD um quadrilatero circunscritivel, com AB=5 e BC=9. Determine o lado
DC em fungao de AD.

Solucio.
Por pitot, 5+DC=9+AD, entdo DC=4+AD.

Problema 2. Sejam AABC e ABCD tais que seus incentros sio tangentes um ao outro em BC.
Mostre que ABDC € circunscritivel.

Solucio.

D

Fazendo teorema do bico, temos que AH=AI, DJ=DK, BI=BE=BJ, CH=CE=CK. Juntando esses
fatos, temos (AI+BI)+(CK+KD)=(AH+CH)+(BJ+JD), que é exatamente AB+CD=AC+BD. Porém,
j& mostramos que essa condi¢do implica que ABDC ¢€ circunscritivel, finalizando o problema.

3 Quadrilateros bicéntricos

3.1 O que é um quadrilatero bicéntrico?

Sabemos que existem fatos que fazem quadrildteros inscritiveis serem bem importantes na geo-
metria plana. Com esse material, também estamos vendo a importancia dos circunscritiveis. Entdao
por que nao estudarmos a juncao dos dois, ou seja, os quadrildteros bicéntricos?
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3.2 Construcao de quadrilateros bicéntricos

Para construi-los, pegue um circulo com duas cordas se intersectando em um angulo de 90° graus.
Depois, pegue as tangentes ao circulo passando pelos quatro pontos das cordas. Essas tangentes
formam um quadrildtero bicéntrico, como vemos na figura abaixo:

D

H

A
a=90
IK_I

J

C

Perceba que ja garantimos que ele € circunscritivel, por constru¢do, mas ainda falta provar que
ele € ciclico. Também, precisamos mostrar que dado um quadrildtero bicéntrico, temos que as cordas
dos pontos de tangéncia se cortam em um angulo de 90°.

1°) Mostrar que o quadrilatero acima € ciclico:

Definindo I, J, K, H como os respectivos pontos de tangéncia da figura, temos que a=I/B=IKJ=J/B,
entio IBJ=180°-2c. Basta mostrar agora que ADC=20, que é verdade, pois K/H=KAD=HKD=90°-
a, fazendo com que ADC=180°-2(90°-a)=2¢, finalizando o que queriamos.

2°) Mostrar que para qualquer quadrildtero bicé€ntrico, as cordas sao perpendiculares:

Pela figura abaixo, precisamos mostrar que EG € perpendicular a FH. Para isso, veja que se
CGH=a, temos a=CGH=CHG=HF G=HEG e GCH=180°-2a.. Como ABCD é ciclico, entio EAF=2q,
fazendo com que AEF=AFE=EHF=EGF=90°-ct. Assim, temos que HFG=0. ¢ EGF=90°-c, con-
cluindo que as cordas se cortam em um angulo de 90°.
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4 Problemas

Problema 1. Seja ABCDEF um hexédgono circunscritivel a uma circunferéncia. Mostre que
AB+CD+EF=AF+BC+DE.

Problema 2. (OBM-2022) Seja ABC um tridngulo com AB=AC. Defina M como o ponto médio
de AC, P e Q pontos em AB e BC, respectivamente, tais que PQ € paralelo a AC e tangente ao in-
circulo de AABC. Também, temos MPQ=MQC e é dado que BQ=1. Determine o perimetro de ABC.

Problema 3. Mostre que a drea de um quadrildtero bicéntrico € igual a \/Zabcd ),onde a, b, c,d
sdo os lados do quadrilatero.

Problema 4. Seja ABC um tridngulo com AB=7, AC=6 e BC=3. Sejam E e F pontos em AB e
AC, respectivamente, tais que EF € paralelo a BC e EF € tangente ao incirculo de AABC. Determine
o valor de EF.

Problema 5. Seja ABC um triangulo. Defina o A-exincirculo como a circunferéncia tangente
aos lados AB, BC e AC que ndo € o incirculo e estd oposto ao vértice A. O A-exincirculo tangencia
BC em D’, enquanto o incirculo de AABC os lados BC, AC, AB em D, E, F, respectivamente. Prove
que D’C=DB.
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