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Para esse material, recomenda-se um dominio sobre congruéncias (temos esse assunto no material
Congruencias e Restos/do AMPS!) e parte inteira. Assim, vamos fazer um breve resumo sobre partes
inteiras (+teto e parte fraciondria):

1 Introducao

Definicdo 1. (Parte inteira/piso): E uma fungio |x| : R — Z tal que, para cada real x, |x| é o inteiro
ntal que n < |x| < n+ 1. Ou seja, é o maior inteiro que ndo ultrapassa x.
Exemplos:|3,1415] = 3;|—2,14553| = -3

Definicdo 2. (Teto): E uma fungdo [x] : R — Z tal que, para cada real x, [x] é menor inteiro n que
ultrapassa x.
Exemplos: [2,345] =3; [—1,45] = —1.

Definicao 3. (Parte fraciondria): Seja x € R. Entdo a parte fraciondria de x, denotada por {x}, é dada

por: {x} =x— [x]
Exemplos: {—2,4} =0,6; {2,34} = 0,34

Com a defini¢@o, conseguimos algumas coisas legais para cotas:
Lx—1<[x]<x
2. x<[x] <x+1
3.0<{x} <1

E mais resultados tteis: Sejax € R e n € Z. Entdo:
l. |[x+n]=n+|x]
2. [x+n]|=n+ x|
3. {x+n}={x}

2 Intuicao e Congruéncias

O que vém a cabeca quando falamos “soma de digitos”? Um dos critérios de divisibilidade que
aprendemos € o do 9, que diz: "Um nimero N é miiltiplo de 9 se, e somente se, S(N) é divisivel por
9”. Ainda mais, se S(N) deixa resto r quando dividido por 9, entdo N também deixa r ao ser dividido
por 9. Em outras palavras,

N=S(N) (mod9)

Demonstragdo. Seja N = aGgax_1...daidg, onde a; € {0,1,2,...,9} Vie ay # 0. Logo, N = 10* - a; +
105" Ygp_y + -+ 10a; + ag. Olhando médulo 9, como 10 = 1 (mod 9), entio 10/ = 1 (mod 9),
para todoi. Dai, N=1-ap+1-ar_1+---+1la; +ap (mod9), e ay+ay_1+---+a; +aop = S(N).
Portanto, N = S(N) (mod 9), como queriamos.
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Propriedades do ’S(n)”
Propriedade 1 Para todon € N, n = S(n) (mod 9)

Propriedade 2 Paratodon € N, S(n) =n—9- Z {i

i)

Demonstragdo. Inducdo na quantidade de algarismos. Seja k a quantidade de algarismos de n. (po-

demos substituir o e do somatdrio por (k— 1), afinal, se for > &, {

vao zerar)

(1) Casos iniciais:
k=1:n=ay = S(n) =ap=ap OK!

k=2:n=aja — S(n):a1+a0:n—9{

10kJ = 0 e as outras partes inteiras

10a; +ag

0 J = 10a; 4+ ag — 9a; = a1 + ay OK!

(ii) Hipétese de Indugdo: Suponha que para todo inteiro positivo n com < (k — 1) digitos,

=2
S(n):n—9-zf h_()lJ

1=
(iii) Passo Indutivo: Vamos provar para k. Sejan =a;_1a;_; - ..

Seja também n*
k=

Note que L

Veja agora que:

S(n)=a;_1+S(n

=10 g

=n— (IOk_] —

Ok

:n_9.<

— (10" = Dag_, +n*=9- Z

9

1: Ap_2ar_3...414(.
a1 +n’ 72
10¢ J ]
k—2 *
n
* *
):ak_1+n —9. L—
= 10
k=2

k=2, -
Dag_y —9-2 M%J
.

:n_g'i;H_OiJ

Propriedade 3 Para n,ny € N, S(n) +na) < S(ny) +S(ny)

Demonstracdo. Pela propriedade 2, temos que S(ny +ny) = (n; +n2) —9- Z {

Sabemos que Vx,y € R, |[x+y]| > |[x]| + |y]. Dai L

ni+np
10¢

>l

i=1

J2X [+

n
10/

—9-(10F 24103+ 410" + Dy —9- ZL

ajap.

i

*

10

J

%)

ni+np
10¢

J

|

ni+ny
10¢

ni

10

P+

10/

v

215

Autor: Julia Leguiza


https://ampulhetadosaber.com/
https://ampulhetadosaber.com/matematica/

Soma de digitos @
Ampulheta do Saber

o |+
Logo, S(ni+n2) = (m +n2) =9-} V]mian sm=Y ZLOlJJF”Z_9 ZhOlJ 2

i=1 i=1
S(IZQ).
Portanto, S(n; +n2) < S(ny) +S(ny)

Propriedade 4 Para nj,ny € N, S(ny -ny) < min(n; -S(ny),ny-S(ny))

Demonstracdo. Vamos aplicar a propriedade 3, j4 que podemos ver o produto ny -n, como ny +ny +--- +ny.

Vv
npvezes

Entdo, S(n; -np) < S(ny)+S(ny)+---+S(ny) =ny-S(ny).

(.

nz\?erzes
Analogamente, S(n; -ny) <nj-S(ny). Dai, S(n; -ny) <min(n;-S(ny),n2-S(n;)), como queriamos.

3 Técnicas

Vamos focar em duas técnicas principais, que sdo: cotas e construcdes. Note que, somente com
moédulo 9, ndo conseguimos descobrir a soma dos algarismos de um n qualquer. Por exemplo,
o numero m = 856, a soma dos algarismos € 19, mas mddulo 9 é 3. Para contornar esse pro-
blema, normalmente tentamos estimar a soma dos algarismos pela quantidade de algarismos. Dai,
se soubéssemos que nosso m era menor que 10° e maior que 102, entdo ele teria 3 digitos. E daf
S(m) < 27, pois seria a maior soma possivel (9+9+9), com isso, s6 teriamos duas possibilidades para
S(m): 1 ou 19 (s@o os tnicos nimeros menores que 27 ¢ =1 (mod 9)). Mas soma 1 seria s6 se fosse
100, porém m > 100. Entdo S(m) = 19. J4 as constru¢des sdo para estilos de problemas em que o
nimero em questdo possui propriedades mais especificas. Vamos observar melhor essas situagdes nos
exemplos.

4 Exemplos com Cotas

Exemplo 1. (IMO 1975) Quando 4444%4% & escrito na base 10, a soma de seus algarismos é A. Se B
€ a soma dos algarismos de A, determine a soma dos algarismos de B.

Solucdo: Primeiramente, note que A = §(4444%444) = 16%4 =744 (mod 9). Como 7! =7 (mod 9),
7?=49 =4 (mod 9),7° =28 =1 (mod 9), entdo podemos escrever 7#*** em congruéncia como:
(73)1481.71 =7 (mod 9). Ja que A = S(A) = B= S(B) (mod 9), entio S(B) =7 (mod 9). Agora,
vamos fazer algumas estimativas: Note que 4444 < 10000 = 10* = 4444%4 < (10%)%44, Logo,
4444%44 possui no maximo 4444 -4 = 17776 digitos. Dai, A = S(4444%44) < 9.17776 = 159984.
Entdo, B=S(A) < §(149999) = 41, que é a maior soma que pode ser atingida por um nimero menor
que 159984. Com isso, S(B) < S(39) = 12, que, novamente, é a maior soma que pode ser atingida

por um niimero menor que 41. Portanto, como S(B) =7 (mod 9) e S(B) < 12,|S(B) =17|.

Exemplo 2. (IME 2022) Um nimero natural € palindromo quando é o mesmo lido da esquerda para
a direita e vice-versa. Seja n um numero natural palindromo tal que 1000 < n <9999. Se n é um
cubo perfeito, determine a soma dos algarismos de n.
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Solugdo: Como 1000 < n <9999 = n = abba, onde a,b € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e a # 0. Dai,
sabemos que 7 = 1000a+ 100b+10b+a = ¢°, g € N. Entdo 1001a+110b = 11(91a+10b) = ¢* —
11|g> = 11° | ¢*. Logo, ¢> =113 -m>. Sem>2 = ¢*> = 1331-m> > 1331-8 = 10648 > 9999,
absurdo!. Portanto s6 podemos ter n = ¢> = 113 = 1331. E assim a soma dos algarismos de 1331 é
I1+3+3+1=8.1

5 Exemplos de Construcao

Exemplo 3. (APMO 2014) Para cada inteiro positivo m, denote por S(m) e P(m) a soma e o produto,
respectivamente, dos algarismos de m. Mostre que para cada inteiro positivo n, existem inteiros po-
sitivos ay,ap,as, ..., a, satisfazendo as seguintes condi¢oes: S(aj) < S(az) < S(az) < --- < S(ay,) e
S(a;) = P(ai+1) (i=1,2,3,...,n). (Facaa,+| = ay).

Solucdo: Basicamente temos a seguinte sequéncia: S(a;) = P(az) < S(az) =P(az) <--- < S(ap—1) =
P(a,) < S(an) = P(ay). Note que temos muitas ocorréncias de S(a;) > P(a;)Vi=2,3,...,ne S(a;) <
P(ay), e veja que se tivéssemos um ¢; tal que S(a;) < P(a;), entdo basta colocar uma quantidade
suficiente de uns para que a soma dos algarismos aumente e o produto se mantenha.

Dai, podemos tentar fazer a; = 11111...1112222...222

x,-v‘e,zes yiv\erzes

Temos que S(a;) = P(a;t1), entdo x; 4+ 2y; = 20+l = x; = 25+l —2y;.

Colocando y; = i, terfamos x; = 27! —2i. Agora, s6 precisamos nos preocupar quando S(a,) =
P(ay), mas P(a;) =2, que é bem pequeno, e com isso a ideia é trocar i — i + a para y;.

— |x; =21 (i +a) | (%)

Sabemos que S(a;) = P(a») e S(a,) = P(a;). Logo:

S(ar) = Plaz) = |x1+2y1 =22 =272 (1)

S(ay) =P(a)) = x,+ 2y, = 21.

Colocando y, = n+a, conseguimos: | x, +2(n+a) =21 |. (2)

Por outro lado, se existisse 0 "a,1”, de (*) e trocando "y, " por (n+ 1 +a):

X, =214 2y, = 2ntlta (4 ). Dai, de (2), x, =2 —2(n+a) =2""14 —2(n+a).
Assim, basta colocar y; = (n+ 1+ a). E, substituindo em (1),

x1+2(n+1+a) =2 — x; =22 2(n+1+a).

Portanto, a; = 1111...11 2222...22eq; = 1111...11 2222...22,2 <i < n funciona, desde

-~

20+2_2 (n+1+a) ntl+a 2i+1+ﬂt2(i+a) i+a
que 292> 2(n+ 1+ a), para garantir uma boa quantidade de "uns”.

Exemplo 4. (Sierpinski) Prove que para todo inteiro positivo s, existe um inteiro positivo n cuja soma
de digitos é s e s | n.
Solucdo: Qual a soma de digitos mais simples? 1 4+141+..., entdo queremos procurar um mdltiplo
de s com s uns. E podemos chegar nisso com soma de poténcias de 10! Se for algo do tipo: n =
10" 4-10? 4---- +10°. Mas e se s tiver fator 2 ou 5?

Ah, entio podemos colocar s =2%-58 .ye n = 10%tB (10! +- 102+ - - - +10%). Dai, 2%-5P | 10%+5,
e s6 precisamos que 10! + 10 +---4+10*=0 (mod 7).

Mas note que ¥ | s, e como temos s termos de soma, podemos forgar a cada um deles ser = 1
(mod ), basta trocar 107 por 10", pois (10°(") =1/ =1 (mod ¥). Logo, sendo s =2%-58 . ye
n=10%tB (102 41029 ... 4 10°9(), temos que a soma dos algarismos de né se s | n. W
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6 Problemas!
Problema 1. (Iberoameriana 1995) Determine todos os valores possiveis da soma dos digitos de um
quadrado perfeito.

Problema 2. (Rioplatense 2016) Os nimeros naturais sdo escritos no quadro em ordem crescente,
resultando na sequéncia 123456789101112.... Seja A; o nimero formado pelos primeiros k digitos
da sequéncia. Prove que para todo inteiro positivo n, existe um inteiro positivo m, satisfazendo as
seguintes trés condigdes:

e ndivide A,;;
e n divide m;

* n divide a soma dos digitos de A,,.

Problema 3. (TST Cone Sul 2018) Para cada inteiro positivo n, sejam S(n) a soma dos algarismos de
n e P(n) o produto dos algarismos de n. Por exemplo, §(123) =1+2+3=6e P(451) =4-5-1=20.
Determine todos os inteiros positivos n para os quais

n=_S8(n)+P(n).

Problema 4. (OBM 2018) Para todo inteiro positivo n definimos s(n) como a soma dos digitos de 7.
Determine todos os pares (a,b) de inteiros positivos para os quais

s(an+b) —s(n)

assume um numero finito de valores ao variar n nos inteiros positivos.

Problema 5. (Roménia- Teste JBMO 1999) Ache todos os inteiros positivos 7 tais que existem intei-
ros positivos a e b satisfazendo: S(a) = S(b) = S(a+b) =n.

Problema 6. (Cone Sul 2017) Um numero inteiro positivo n se denomina guayaquileno se a soma
dos digitos de n é igual a soma dos digitos de n2. Achar todos os possiveis valores que pode assumir
a soma dos digitos de um nimero guayaquileno.

Problema 7. (Cone Sul 2016) Seja S(n) a soma dos digitos do nimero inteiro positivo N. Encontre
todos os inteiros positivos n tais que S(n) - (S(n) —1) =n—1

Problema 8. (IMOSL 1999) Prove que para todo nimero real M, existe uma progressao aritmética
infinita tal que:

* cada termo € um inteiro positivo e a razao nao € multipla de 10
* asoma dos digitos de cada termo (na representacdo decimal) é maior que M.

Problema 9. (Kvant Magazine No. 2 2024 M2783) A soma dos digitos de um niimero natural € k.
Dado que k > 4, qual a maior soma de digitos possivel para:

1. o quadrado desse numero

2. a quarta poténcia desse nimero
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Problema 10. (Baltic Way 2023) Mostre que S (222'2023) > 2023, onde S(m) denota a soma dos digitos
de m.

Problema 11. (Rioplatense 2018) Para cada inteiro positivo m, denotamos S(m) como a soma de seus
digitos. Por exemplo, S$(2018) =240+ 1+ 8 = 11. Dizemos que um inteiro positivo n € rioplatense
se existe um inteiro positivo m tal que m + 2S(m) = n. Determinar todos os inteiros positivos que sao
rioplatenses.

Problema 12. (IMOSL 2016) Para cada inteiro positivo k, denotamos a soma de digitos de k na
representacdo decimal por S(k). Determine todos os polindmios P(x) com coeficientes inteiros tal
que para todo inteiro positivo n > 2016, P(n) é positivo e

Problema 13. (IMOSL 2022) Para cada inteiro positivo n, denotamos por s(n) a soma dos digitos de
n. Seja P(x) = x"+ ap 1 X" V4 +ajx+ag um polindmio, onde n > 2 e q; € inteiro positivo para
todo 0 <i < (n—1). Pode existir um caso em que, para todos os inteiros positivos k, s(k) e s(P(k))
tenham a mesma paridade?

Problema 14. (Lista Treinamento Cone Sul) Prove que existem infinitos inteiros naturais n com a
seguinte propriedade: ndo existe um numero de n algarismos tal que a soma de tais digitos € igual ao
seu produto.

Problema 15. Seja P(n) o produto dos digitos de um nimero natural n, e S(n) a soma dos digitos do
nimero n. Para quantos n, onde 10 < n < 2022, vale que P(n) 4+ S(n) = n?

Problema 16. (Iberoamericana 2017) Para cada inteiro positivo n, seja S(n) a soma de seus digitos.
Dizemos que n possui a propriedade P se todos os termos da sequéncia infinita n,S(n),S(S(n)),... sdo
pares, e dizemos que n possui a propriedade / se todos os termos da sequéncia sao impares. Mostre
que para 1 <n <2017, existem mais n com a propriedade / do que com a propriedade P.
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