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Solucoes

1. Os 1’s que dao certos sao todos os racionais com denominador impar. Veja que
basta provar que a sequéncia tem um inteiro além do n, pois dado esse novo inteiro,
teremos uma repeticao das operacoes, ocasionando uma periodicidade na parte apds da
virgula dos nimeros da sequéncia, fazendo ela ter infinitos inteiros. Se r é irracional,
suponha que tem algum inteiro K na sequéncia apés n. Veja que K=n-+r+2rt, para t
sendo a quantidade de operagoes que serao feitas de n+r até K. Queremos que a parte
fracionéria de n+r(2t+1) seja 0, entdo como a parte de n ja é 0, basta|r(2t+1)] (|x] esta
representando a parte fracionaria de algum real x). Porém, temos que r é irracional,
sendo impossivel [r(2t+1)]=0. Assim, vamos assumir agora que r é racional. Temos que
r:%”, com mdc(p,q)=1. Queremos que em algum momento n+r+2rt seja inteiro, entao
[r(26+1)[=[E(26+1)]=0. Como mdc(p,q)=1, [E(2t+1)]=0 apenas se q divide 2t+1, que
é par, entdo q nao pode ser par. Agora, basta ver que se t:%, com ¢ impar, temos
§(2t+1):p, que é inteiro. Logo, concluimos que os r's que dao certo sao todos aqueles

racionais com denominador fmpar.

2. Iremos provar que apenas as poténcias de 2 dao certo. Primeiro, veja que se n é
fmpar, basta que n-1 criancas recebam 0 doces e 1 crianca receba n2, pois n? é impar,
entao essa crianga nao pode dividir doce com ninguém que tem 0. Assuma que n é par,
mas nao é poténcia de 2. Temos que n=2°T, sendo "a"maior que 0 e T impar maior que
1. Assim, podemos separar as criancas em T grupos de 2% criancas, e para T-1 grupos,
colocar as criangas com 2*T-1 doces e 1 grupo com todas as criangas com 2°T+T-1, pois
nao é possivel fazer operacao entre par e impar e os nimeros de paridade igual tem a
mesma quantidade de doces.

Agora, basta provar que funciona para poténcia de 2. Perceba que se estamos numa
troca M e multiplicarmos os valor dos doces de cada crianca, na troca M-+1 o produto

aumenta, pois apenas dois termos irao mudar, e, por desigualdade, se a+b=X=c+d, o
X
2
é monovariante e sempre aumenta. Porém, existe uma quantidade finita de produtos,

maior produto ab ou cd é aquele que tem termos mais proximos de entao o produto
fazendo com que nao possa crescer sempre, ou seja, a quantidade de operacoes é finita.
Isso s6 ocorre se tivermos uma tultima troca M, deixando k criancas com quantidades
fmpares I iguais e n-k criangas com quantidades P pares iguais, ou seja, kI+(n-k)P=nZ.
S6 que temos n poténcia de 2, n=2%, entao kI+Pn-Pk=n? k(I-P)=n(n-P)=2%(2%P), s6
que I-P é impar, entao 2¢ divide k, e k menor ou igual a n. Isso implica que k=n ou k=0,
e, em ambos 0s casos, temos que todos os doces foram distribuidos de maneira igual entre

as criancas. Logo, concluimos que os n’s que dao certo sao apenas poténcias de 2.
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Defina T como a interseccao de AO com o circuncirculo de AABC, H o ortocentro
de AABC e G a interseccao de EF com AO. Veja que BE//CT, pois como AT é dia-
metro, ACT=AFB=90". Analogamente, CF//BT, entdao #BHCT ¢é um paralelogramo,
e como M é o ponto médio de BC, M é o ponto médio de TH. Assim, basta mostrar
que AAXY é homotético ao AADT, ou seja, o problema acaba se XY //HT. Perceba que
#DXGY é ciclico, pois AEF=ABCe, por isogonal, CAO:HAB, entdo ADB=AGE=90",
fazendo XDY+XGY=180°. Também, #DHGT ¢é ciclico, ja que, por poténcia de ponto,
#DHGT é ciclico se, e somente se, AHXxAD=AGxAT, entao ‘2—?:%, verdade, pois
temos AAEF~AABC, entao as razoes de semelhanca serao preservadas, ja que temos,
respectivamente, razao de diametros e razao de alturas. Com esses quadrilateros, veja que
XDG=XYG e HDG=HTG, entdo XY G=HTG, fazendo com que HT//XY, que, conse-

quentemente, acaba o problema.



