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4. Isso é impossivel acontecer. Seja x o ntiimero de pares distintos A e B tal que A
aparece antes de B; e seja y a quantidade de pares tal que B aparece antes de A. Dado
um par A e B especifico durante uma operacao, temos que se A té antes de B, entdo o
A vai virar um B e aparecer depois do A que era o B antes, logo x e y sao invariantes ao
realizar o processo. Também temos que z +y = (220) que é impar, entao r # y. Mas na
palavra inicial invertida, x e y vao trocar, cada par de x vai ser um par de y e cada par

de y vai ser um par de z, e devemos ter x = y, o que é impossivel.

5.

Vamos provar que P é o incentro de ABC'D. Para isso, inverta por P, tome A’, B, C’
e D' as imagens de A, B, C' e D na inversao, respectivamente. As duas ultimas condigbes
de angulos vao dizer que A’ = C" e B' = D', assim A'B'C'D’ é um paralelogramo com um
ponto P no seu interior tal que ZA'PB'+ Z/C'"PD' = /B'PC" + ZD'PA’, mas a soma
de todos esses angulos é 360, logo ZA'PB'+ Z/C'"PD’' = /B'PC"+ ZD'PA" = 180, deste
modo P possui um conjugado isogonal, chame ele de (). Vamos provar que a reflexao de
P pelo ponto médio de A’C" (que também é ponto médio de B’'D’, dado que A'B'C'D’ ¢é

um paralelogramo) é o ponto Q.
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Perceba que ZC'QD" = ZQD'A'+ /2QC'B' = /PD'C'"+ Z/PC'D' =180 — ZC'"PD’" =
ZA'PB’, de modo analogo /B'PC" = LA'QD', /C'PD' = ZAQB e LAPD =
ZB'QC". Por outro lado, se P’ é o reflexo de P pelo encontro das diagonais (ponto
médio de ambas), entdo temos que LA'PB’ = ZC'P'D’, por homotetia, analogamente
/B'PC" = /APD', £C'"PD' = ZAP'B e ZAPD = /B 'P'C'". Logo como os “angu-
los” de P’ e () sao os mesmos e como as circunferéncias que passa por A'QB’, B'QC’,
C'QD" e D'QA’ nao sao coaxiais, assim P’ = ) e entao ZQB'C' = Z/PD'A' = /PB'A" e
/ZPAD = ZPAB na figura original, logo P ta na bissetriz de Ae analogamente, ele é o

mcentro.

6. Primeiro, suponha que existam intervalos vermelhos arbitrariamente grandes. Es-
colha dois inteiros vermelhos a e b e considere um intervalo vermelho [M, M +ab]. Devemos
ter f(M)4af(d)=f(M+b+(a—1)f(b)=---=f(M+ab—>)+ f(b) = f(M+ab) =
f(M+ab—a)+ f(a) == f(M+a)+(b—1)f(a) = f(M)+bf(a), logo f(z) = cx para
todo x vermelho e algum ¢ > 0, e se existe intervalos azuis arbritariamente grandes, temos

analogamente que f(y) = yk para todo y azul e algum k£ > 0, logo o problema t4 resolvido.

E se nao existe intervalos azuis arbritariamente grandes, entao existe algum ¢t > 0 tal
que intervalos azuis contém no méaximo t inteiros, logo tome t' < t tal que se y é azul,
entdo y + ¢’ é vermelho e f(y) < f(y+1t) = c(y+t') < c¢(y +t) para todo y azul, logo
temos que o problema também esté resolvido. Portanto, assuma que exista 1" > 0 tal que

intervalos monocromaticos, vermelhos ou azuis, contenham no méximo 7' inteiros.

Lema. Para quaisquer 27 + 1 inteiros consecutivos positivos, existem v;, vy verme-

lhos e a1, ay azuis entre eles, tais que vy + vo = a1 + as.

Prova. Se conseguirmos encontrar dois nimeros nao adjacentes da mesma cor (di-
gamos vermelhos) a, b tal que todo a < = < b é azul, entdo provamos o lema, pois
a+b=(b-1)+(a+1),onde b—1e a+ 1 sao azuis. Logo ndo podemos ter o comego
e o fim de um bloco no “meio”, porém cada bloco tem no méximo 71" caras, entao conse-
guiriamos fazer isso com no maximo 27" ntimeros. Deste modo, com certeza existe a e b. W
Para todo n inteiro nado negativo, defina g(n) o amior valor de @ com 1 <t <
|1,5™ - 10007"|. é suficiente provar que g(n) é cotada superiormente. Entao temos a

seguinte conjectura:
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Conjectura. Temos que

& AT+1, __,
1) < ¢(0 1 1.57"
st 90 ] (1+ g 157
Prova. Tome algum [1,5" - 10007 < ¢t < [1,5""! - 10007']. Seja m = [t/2]; pelo
nosso lema, existe vy, vy vermelhos e aq, ap azuis em {m,m + 1,...,m + 2T} tais que

v1 + vy = a; + ay = k, entao
t<2m <k <2m+4T <t+4T +1

agora, independente da cor do k, temos que

O ) g

U1 ’ (%)

x (M, M) < g(n)

a1 a2

pois m + 27" < |1,5" - 10007"] (aqui usamos que w +2 < 1,5™- 1000, por isso é

importante 1,5 < 2). Entao

4T +1
A < e w2330V 4
i ¢ —g(")( X 1,5"~1000T)

usando que k < t+4T+1e1,5"-10007 < t. Assim, nossa conjectura segue por inducao.

Dado que ¢(0) é constante, basta provar que
o

AT 41,
1 1.5~
H( * Tooor ° )

converge. Aplicando logaritmo natural e usando que In(1 + x) < z, basta que

[e.9]

AT +1.
Z 15
< 10007

7=

4T+1 < 5T

convirja, o que & verdade pois {557

- L ¢ - —i
To00T = 300 due € constante, e o somatorio de 1,5

converge pois é soma de P.A.



