Simulado OBMEP 2024 Solucoes Nivel 3 | 2* Fase

a) Para que Pietro nao tenha ganho até o terceiro dia, é necessario que ele tenha perdido no primeiro, no

segundo e no terceiro dia a probabilidade de que Pietro ganhe no primeiro dia é —. Logo, a probabilidade
x

de que Pietro tenha perdido no primeiro dia é

1
1——=-
2 2

A probabilidade de que Pietro tenha perdido no primeiro dia é

2
1—-=2
3 3

A probabilidade de que Pietro tenha perdido no primeiro dia é

1 3
1—-="2
14

Desse modo, a probabilidade de que Pietro tenha perdido nos trés primeiros dias é o produto das proba-

bilidades, ou seja

c¢) Pensando indutivamente, a probabilidade de que Pietro nao tenha ganho até o 2024° dia é igual a

2 3 2023 2024 1
3 4 2024 2025 2025

a) Um competidor que sentou em um dos 4 cantos do salao deu 3 apertos de mao. Se um competidor
sentou em algum dos 4 bordos, mas sem estar posicionado nos cantos, ele deu 5 apertos de mao. Finalmente,
se um competidor sentou no interior do salao, ele deu 8 apertos de mao. A figura a seguir ilustra essas

possibilidades:
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rm

3 D 3
n

5 8 5

3 5 3

b) Existem 4 pessoas que apertaram a mao de 3 pessoas, 2(n — 2) 4+ 2(m — 2) pessoas que apertaram
a mao de 5 pessoas e (n — 2)(m — 2) pessoas que apertaram a mao de 8 pessoas.

¢) Multiplicando a quantidade de pessoas do item anterior pelos apertos de méo correspondentes,
teremos contado cada um deles duas vezes, portanto:

8-(n—2)(m—2)+5-2(n—2)+2(m—2)]+3-4=2-1020 ..

8mn — 6n — 6m = 2036.

Dai m = (1018 + 3n) = (4n — 3)

Para que m seja inteiro, 4n — 3 deve dividir 1018 4+ 3n e consequentemente 4n — 3 deve dividir 4(1018 +
3n) = 3(4n — 3) + 4081. Como 4n — 3 divide 3(4n — 3), segue que 4n — 3 divide 4081 = 7-11-53. Os
divisores de 4081 sao 1, 7, 11, 53, 77, 371, 583 e 4081. Note que 4n — 3 deixa resto 1 na divisao por 4 e,

dessa lista de divisores, os tnicos que podem ser iguais a 4n — 3 sao: 1, 53, 77 e 4081. Se

eidn—-3=1= n=1;

dn —3 =503 = n=14;

dn -3 =77 = n = 20;
o 4n — 3 =4081 — n = 1021.

O primeiro e o quarto caso nao sao admissiveis, pois ha mais de duas filas e em cada fila ha mais
de dois assentos. Assimn = 14 em = (1018 +3-14) +~(4-14 —3) = 20 ou entdo n = 20 e m =
(1018 + 3 - 20) =+ (4 - 20 — 3) = 14. Portanto, estavam no salao m - n = 280 competidores.

3.

a) Monica comega digitando o namero 7.
77 =49 49 -5=44

Desse modo, o resultado final é 44.
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b) Se um inteiro positivo x deixa resto 4 quando dividido por 5, isso quer dizer que x é da forma
x =5bk+4
onde £ é um inteiro nao negativo. Elevando os dois lados ao quadrado, chegamos em
a? = (5g+4)° =

=25¢° + 2 5q - 4 + 47
= 5(5¢* + 8q) + 16
=5(5¢° +8q¢+3)+1
o que quer dizer que z? deixa resto 1 quando dividido por 5.

¢) A resposta é ndao. Primeiramente, note que 9 = 5-1+4 deixa resto 4 quando dividido por 5; enquanto

7=25-1+4 2 deixa resto 2 quando dividido por 5.

Agora, a ideia é mostrar que o resto do nimero escrito na calculadora sempre é 4 ou 1. De fato,
primeiramente note que subtrair 5 nao muda o resto por 5. Logo, apenas precisamos nos preocupar

quando Monica aperta a tecla [.

Se ela aperta [J quando o numero deixa resto 4, pelo item b), obteremos um numero que deixa resto
1. Agora, se o nmero deixa resto 1, o nimero que vai aparecer depois deve deixar resto 1. De fato, se x
deixa resto 1, podemos escreve-lo como 5k + 1 para algum £ inteiro nao negativo. Logo, o ntimero a seguir
vai ser

2? = (5k+1)° =
25k% + 10k + 1 =
5(5k% +2) + 1

e portanto continua a deixar resto 1. Assim, de fato, o nimero escrito na calculadora sempre vai deixar

resto 1 ou 4 e logo é impossivel obter o 7.

a) Inicialmente, verificaremos que ABC'D é metade de um hexagono regular. Seja M o ponto médio
de AD. Como BC e AM sao iguais e paralelos, ABC'M é um paralelogramo. Além disso, como AM =
AB = BC, segue que CM = AB = CD = DM. Assim, CDM ¢é um triangulo equilatero. De modo
semelhante, podemos obter BM = C'M = C'D. Dai os triangulos ABM, BCM e C DM sao congruentes
e a circunferéncia de centro M e raio CM passa por A, B,C e D. Logo /BAD = 60° e ZABC =
180° — ZBAM = 120°
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De AB = BC segue que /BAC = /BCA = ZCAD. Assim, /ZBAC = ZCAD = 30°. Como
FHL1AFE, temos AAFH equilatero. Além disso, ZACD = ZDBA = 90°. Portanto, EH || CD. Como os

. N AH AE |,

triangulos ABEC' e AAED sao semelhantes, temos ID - FC -5 = 2.

................................................................. O SRSy SISRIEEIEEILEIEIEE
b) No triangulo retangulo AEH, temos AE = AH - cos 30° = 3 g = T\/—

................. g
c) Como as diagonais de AFCH sao perpendiculares, temos [AFCH| = — Pelo Teorema de

Pitagoras, segue que AC = VAD? — CD? = /100 — 25 = 5v/3. Outra forma de obter o comprimento
AC-FH AC-AH 5V3-%
2 2 2

desse segmento ¢ calcular AC' = AD-cos 30° = 5v/3, entdo [AFCH| =

50v/3
3

Observagao: O argumento geral para a resolugao desta questao esté ilustrado abaixo. O triangulo ABC
é um dos tridngulos resultantes do corte do quadrado, e D é um ponto qualquer no lado AB. Fazendo DFE
perpendicular a AB, o triangulo ADFE também é retangulo de lados iguais, e sua éarea ¢é igual a metade

1
da area do quadrado ADEF'; a area do triangulo ADG é entao igual a i da area do quadrado ADEF'.

C

A D B

a) Quando z = 1, a figura formada pela sobreposigao dos triAngulos maiores é um triangulo menor,

indicado em cinza na figura abaixo. A observacao acima mostra que sua area é a quarta parte da area de

um quadrado de lado 1, isto é, f(1) = 2
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Quando x = 3, a figura formada pela sobreposicao dos dois triangulos é um pentagono, como na figura
abaixo. Como os triangulos tém catetos de medida 2 e AB = 3, vemos que os catetos se sobrepoem em

um segmento de medida 1. Logo, o pentagono ¢ a uniao de um quadrado de lado 1 e um tridangulo idéntico

1 5
ao que consideramos no inicio desta questao. Logo, f(3) =1+ 1-1

b) Para valores de x tais que 0 < x < 2, a figura formada pela sobreposigao dos triangulos é o triangulo

x
em cinza a esquerda na figura abaixo, donde f(x) = - P32 0 < x < 2, conforme a observagao inicial.
Quando 2 < z < 4, a figura formada pela sobreposicao dos triangulos é um pentagono, como ilustrado

abaixo.

Temos entao AC'+ CD =2 = BD + CD, donde
4=AC+BD+CD+CD=x+0CD,

ou seja, CD = 4 — z; logo AC = BD =2 — (4 —x) = — 2. Vemos assim que o pentdgono pode ser
decomposto em um retangulo CDFE de base 4 — x e altura CF = AC = x — 2 e um triangulo retangulo

isosceles de hipotenusa 4 — z. // Entao, para 2 < x < 4, temos que

4—z)* 3
ﬂ——$2+4$—4

fl@) =@ -a)w-2)+ =L -2

Em resumo, temos
2

x—, se <z <2
flz)=144

3
—L—lx2—|—4x—4, se2<x<4
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O gréfico de f esté esbogado a seguir; nele marcamos os valores calculados no item anterior, bem como

outros valores importantes para a resoluc¢do do item c).

A

y=x2/4

5/4 ATy

1/4}—

1/ 2 83 3
y=-3/4x?+4x-4

c) A observacao direta do grafico mostra que o valor méaximo da funcdo no intervalo [0,2] é f(2) = 1.

Resta analisar a funcao no intervalo [2,4]. Esquecendo por um momento que estamos neste intervalo,

vamos considerar a fun¢do quadrética g(z) = —ZxQ + 4x — 4 definida para todo ntimero real x; ela é da

forma f(z) = ar?+br+ccoma=——,b=4e¢c=—4. Como a < 0, ela assume um valor maximo para
b s . A 4 8 .

T = o = 3 eseu valor neste ponto é ;7 = 3 .Uma vez que 3 pertence ao intervalo [2, 4], segue que o

méaximo de f neste intervalo é 3 e como 3 > 1 concluimos que este é o valor méximo de f no intervalo

[0, 4.

6.

a) Para x =5 e x = 7, temos alguns exemplos de triplas do tipo bacana:

(x,y,2) = (5,2,4),(5,3,1),(7,3,5) e (7,4,2).

b) Os casos particulares do item anterior permitem conjecturar as seguintes triplas para x impar:
(x,y,2) =2n+1L,n,n+2)e (z,y,2) = 2n+ 1,n+1,n—1).

Para verificar que elas satisfazem a equagao, perceba que: (2n + 1)2 —3n?=n’+4n+1=(n+ 2)2 - 3.
e(2n+1°=3(n+1)°=n*-2n—-2=(n—-1)7>-3.

c¢) Considerando a fatoracao (z — 2)(z + z) = 3(y — 1)(y + 1), podemos concluir que = — z ¢ = + z sao
divisores do membro direito da equacao. Como = é a média aritmética desses dois divisores, isso permite
definir uma busca ordenada de possiveis solu¢oes da equagao com x par. Escolhendo y = 4, podemos

analisar os possiveis pares de divisores positivos de 3 -3 - 5:
(3,3:5),(3-3,5) e (1,3-3-5).
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Como = — z < z + 2, temos 0s casos:

r—z=3
r+z=15
Tr—z=

r+z=9
r—z=1
T+ 2=45

Nao existem valores pares para x nesse caso. A mesma anélise para y = 7 também mostra que nao

existem solugbes nesse caso. Se y = 9, a tripla(z,y, z) = (16,9,4) é uma solugao do tipo bacana com x

par.



