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1 Introducao

A desigualdade de Cauchy-Schwarz € um dos resultados mais importantes e amplamente aplica-
dos em diversas dreas da matemadtica, incluindo dlgebra linear e andlise funcional. Essa desigualdade
¢ uma regra matemadtica que ajuda a entender como dois conjuntos de nimeros ou grandezas estao
relacionados.

2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Sendo ay,ay,...,a,,b1,bs,...,b, nimeros reais quaisquer, pode-se afirmar que:

(a%+a%+---+a%)(b%+b%+---+b%) > (a1b; +a2b2+---+anbn)2

sendo que a igualdade s6 ocorre se, € somente se:

by _br_  _bn
aj - ay - ay

Prova: Consideremos a seguinte fungdo do 2° grau, para x € R:
\2

F(x) = Sy (aix—b)2 = T i (x- )

Como a;, b; e x sdo nimeros reais, temos que:

(aix-b;)>>0 Vi<i<n

Entdo, teremos que A < 0,dessa forma, desenvolveremos a férmula da fun¢ao f(x) no formato
que nos permita calcular o A:

fx) = i:f;(al-x—bi)2 = (gﬂ;a?)xz -2 (iaibi)ﬁ (anbf)

i=1
Lembrando que A <0, podemos concluir que:

A= (éZaibi)2—4(§;a%) (ib,?) <0

i=1
Colocando o 2 para fora do primeiro somatoério e dividindo tudo por 4, temos que:

(o) <(50)(37)

Ficando provada a desigualdade de Cauchy. A situacdo de igualdade de Cauchy ocorre quando
A =0, isto é, quando f(x) =0, que, pela defini¢do de f como soma de quadrados, ocorre somente se
todos os termos (a;x—b;) = 0. Em outras palavras, a igualdade s6 acontece se for possivel existir um
valor de x tal que:

by b by,
X=— _—=

a a an
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3 Lema de Titu

No contexto das desigualdades, ¢ comum que certos resultados sejam conhecidos por meio de
outros lemas. Em algumas situagdes, esses resultados recebem nomes especificos. No caso de Cau-
chy, frequentemente encontramos o chamado lema de Titu, também conhecido como lema T2, forma
de Engel ou desigualdade de Sedrakyan. Esse lema nada mais é do que uma aplicacao direta da
desigualdade de Cauchy. Diante disso, apresentaremos e provaremos rapidamente esse lema.

Lema: (Titu) Sejam x1,x,,...,x, nimeros reais € y,ys,...,y, nimeros reais positivos. Dai,
podemos afirmar que:

2
Yo K, (dex)?

Y1 Yn o Yitoo+Ya
Prova:
A prova € simples e consiste na aplicacdo direta da desigualdade de Cauchy

2,.2,.2 N2 2.2 2 2
(x1+x2+x3+'“+xn)(y1+y2+y3+“'+yn)2(xlyl+x2y2+x3y3+'“+xnyn)

Basta substituir x; = \j—"b_ e yr = /by e a desigualdade torna-se
k

a @ 4  a 2
—+ =+ =4+ LN (by+by+b3+--+by) 2 (a1 +ar+az+---+ay)
by by b3 by

Para finalizar, basta passar a soma de (b; + by + b3 +---+by,) para o "outro lado"dividindo.

4 Exemplos

4.1 Provade M.A. > M.G.
Definicao 2. Para n > 1 niimeros reais positivos ap,as, ..., a,, definimos sua:

(a) Média aritmética como o niimero 4% t=+dn

(b) Média geométrica como o nimero /aja---ay.

Provaremos que, para dois nimeros reais positivos, a média aritmética é sempre maior ou igual a
média geométrica, com igualdade ocorrendo se, € somente se, esses nimeros forem iguais. A seguir,
enunciaremos o caso geral como um resultado.

Teorema Dados n > 1 reais positivos ay,ay,...,a,, temos

aj+ax+--+ay

> J/aijar---ay,
n
ocorrendo a igualdade se e somente se a; =ap =+ = ay.
Para entender a dindmica da prova do teorema acima, analisemos separadamente os casos n =3
e n =4, comecando com o caso n =4. Para tanto, dados reais positivos a,b,c,d, ja sabemos que

# >Vabe % >+/cd. Entio,

a+b

N B
a+b1—c+d: 7 : 5 > ab; Cdzm
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Mostramos, acima, que W > \/abcd. Escrevendo tal desigualdade com </abc no lugar de d,

obtemos s
b v ab
aror C4+ ane > \/4 abc- \3/ abc = \4/ abc.

Dessa forma, a desigualdade a+b+c+ abe > 4V abe, ou o que € 0 mesmo, %b*c >/ abc.

Conforme veremos a seguir, a prova da versao geral da desigualdade entre as médias € uma
adaptagdo dos argumentos utilizados para os dois casos acima.

Prova do Teorema Inicialmente, provaremos por indugdo a desigualdade desejada € verdadeira
sempre que n for uma poténcia de 2, ocorrendo a igualdade se e s6 se todos os a; sdo iguais. Para
isso, teremos de verificar o caso em que n = 2, o qual ja discutimos, formular a hipétese de indugdo
(para n =2/, digamos) e aplicar o passo de induc¢io (deduzindo o caso n = 2/*! a partir do caso n = 2/).
novamente se e sO se todos os numeros forem iguais. Para estabelecer esse fato, considere os 2k reais
positivos ay,as, ... ,ay;. Entdo:

1 2k
_ a;

11 1 & 1
=3 %Zaj"‘%zakﬁ 2E(f/al"'aw\"/akﬂ"'@k)z Yay-arari1axn = /ar--ay.
J=1 J=1

Para haver igualdade, devemos ter igualdade em todas as passagens. Entao, deve ser

ay+---+ag Aj+1 + -+ Ay

3 =/ar--a, - Vg1 az

Yay-ar+ ¥ag-axy
2

Para as duas primeiras igualdades, devemos ter por hipétese que ay =--- =ay € agy1 =+ = dyi. Por
fim, a ultima igualdade ocorre se e somente se &/ay---a; = /ay,1---ay, € esta condi¢do, juntamente
com as duas anteriores, implica que devemos ter a; = --- = ay. E também evidente que, se os nimeros
forem todos iguais, entdo a igualdade ocorre. Logo, por indu¢do temos a desigualdade é verdadeira,
com a condi¢do para a igualdade dada no enunciado, sempre que n for uma poténcia de 2.

Agora, vamos mostrar que a desigualdade vale para todo n natural maior que 1 em geral, ocor-
rendo a igualdade se e somente se os nimeros forem todos iguais. Para tanto, seja n > 1 natural e
considere o maior k natural tal que n > 2K > n. Aplicando a desigualdade entre as médias aos n nime-
I0S 41,4y, .. . ,ay, juntamente com 2% —n cépias do ndmero a = /ajaz--a, (totalizando no (2% —n) = 2%
nimeros), obtemos

= /ar-arag1-ax.

ay+-+ap+a+--+a

ok ok Sk
% > aray--ay-ac "= 3 /aray--a, =a.

A partir daf, obtemos aj +as +---+a, < 2¥a, ou, ainda,

> arar---ay.

ay+ay+---+ay

n
Para haver igualdade, segue da primeira parte que a; =a, =---=a, =a = {/aay---a,. Em particular,
todos os nimeros aj,as,...,a, devem ser iguais. Finalmente, é facil ver que se esses nimeros forem

todos iguais, entdao havera igualdade.
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4.2 Provade M.Q. > M.A.

A relagdo entre diferentes tipos de médias € uma parte fundamental da matemaética, especialmente
no estudo das desigualdades. Uma das desigualdades cldssicas € a que afirma que a média quadratica
(M.Q.) de um conjunto de nimeros € sempre maior ou igual a sua média aritmética (M.A.). Esse
resultado pode ser demonstrado de diversas maneiras, sendo uma das abordagens mais elegantes a
utilizagdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Prova: Basta aplicar b; = 1, para todo 1 <i<n. (com igualdade ocorrendo, portanto, se todos
forem iguais) na desigualdade de Cauchy, dividir por n? e tirar raiz:

2 2

(a§+a2+...+an).(m

2
) > (ay+as+-+ap)?
n

\/a%+a%+---+a% ay+ax+-+ay,
= >
n n

4.3 Utilidade em Triangulos Retangulos

Seja ¢ o comprimento da hipotenusa de um tridngulo retdngulo cujos catetos medem a e b. Prove
que a+b<cV2.
Solucao. A partir da prova de M.Q > M. A, utilizaremos 7 = 2, tendo

a? +b? (a+b)2
> ’

2 2
Dai
2 2
%2(611[9) =»a+b£cx/§.

5 Problemas

Problema 1: Seja a,b, c nimeros reais positivos. Prove que
a’+b>+c? > ab+bc+ca.

Problema 2: Sejam a, b, c,d nimeros reais positivos. Mostre que

1 1 4 16 64
-ttt
a b ¢ d a+b+c+d
Problema 3:Sejam a, b, c os lados de um triangulo. Mostre que
a b c 3
+ + >—.
b+c c+a a+b 2

(Roménia) Problema 4: Prove que

ad b A3
4> b
bc+ca+ab >a+b+c,
quaisquer que sejam a,b, ¢ reais positivos.
(IMO/1995) Problema 5: Sejam a, b e c reais positivos tais que abc = 1. Prove que:
1 1 1 3

> —.
B(brc)  bcta)  Alatb) 2
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