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1 Introducao

As desigualdades das médias sdo relagdes matemdticas que comparam diferentes tipos de médias,
como a média aritmética, geométrica e harmonica. Elas aparecem em diversas dreas e ajudam a
entender como valores podem ser relacionados ou otimizados.

Neste material, vocé verd de forma simples e pratica:

* O que sdo as médias e como calcula-las.
* Como as desigualdades entre elas funcionam.

E um convite para explorar como a matemdtica conecta ideias e resolve problemas de forma
surpreendente!

2 Definicao de cada desigualdade

Antes de aprendermos as relacdes entre desigualdades das médias, devemos conhecé-las pri-
meiro.

(a) Média aritmética como o nimero “+X%t=+dn

(b) Média geométrica como o nimero {/ajay---ay.

24 a2 4itq2
ay+as+-+a;

(c) Média quadratica como o nimero -

(d) Média harmonica como o nimero ———.

a 1 a2 an

Conforme veremos a seguir, hd algumas relacdes entre essas médias, como: M.Q.>M.A.>M.G. >
M.H.

3 Prova das desigualdades das médias

3.1 Provade M.A. > M.G.

Teorema Dados n > 1 reais positivos ay,ay,...,a,, ttmos
ay+ay+---+ay
2 /ajay:--ay,
n
ocorrendo a igualdade se e somente se a; =ap =+ =ay.

Para entender a dindmica da prova do teorema acima, analisemos separadamente os casos n =3
e n =4, comecando com o caso n =4. Para tanto, dados reais positivos a,b,c,d, ja sabemos que

% >\abe % >/ cd. Entio,
atb | c+d

a+b:c+d: T;T > \/db;\/Cdzm‘

Mostramos, acima, que W > v/abcd. Escrevendo tal desigualdade com Y/abc no lugar de d,

obtemos \
b Va3 e - e
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Dessa forma, a desigualdade a+b+c+ Yabc > 4%, ou 0 que € 0 mesmo, %b” > \/abc.

Conforme veremos a seguir, a prova da versdo geral da desigualdade entre as médias ¢ uma
adaptacdo dos argumentos utilizados para os dois casos acima.

Prova do Teorema Inicialmente, provaremos por indu¢do a desigualdade desejada € verdadeira
sempre que n for uma poténcia de 2, ocorrendo a igualdade se e s6 se todos os a; sdo iguais. Para
isso, teremos de verificar o caso em que n = 2, o qual ja discutimos, formular a hipétese de indugdo
(para n =2/, digamos) e aplicar o passo de induc¢io (deduzindo o caso n = 2/*! a partir do caso n = 2/).
novamente se e sO se todos os nimeros forem iguais. Para estabelecer esse fato, considere os 2k reais
positivos ay,as, ... ,ay;. Entdo:

1 2 1 12k: 1Z’<:
— ) aj==|=-) aj+=- ) arsil2
2 2\ kg

(Yay-—ax+ ¥ ag1--ax) > ¥ar—agap.-—axy = ¥/ar-—axy.

| =

Para haver igualdade, devemos ter igualdade em todas as passagens. Entdo, deve ser

ap+---+ag Apy1 T+ an

r =aray, — % - Vg1 az

Vai-ag+ /age1--ax

2
Para as duas primeiras igualdades, devemos ter por hipétese que ay =---=ay € a4 =+ = ag. Por
fim, a dltima igualdade ocorre se € somente se &/ay---a; = ¥/ay,1---ay, € esta condi¢do, juntamente

= 2\k/al...akak+l...a2k‘

com as duas anteriores, implica que devemos ter a; = --- = a;. E também evidente que, se os niimeros
forem todos iguais, entdo a igualdade ocorre. Logo, por indu¢do temos a desigualdade é verdadeira,
com a condic¢do para a igualdade dada no enunciado, sempre que n for uma poténcia de 2.

Agora, vamos mostrar que a desigualdade vale para todo n natural maior que 1 em geral, ocor-
rendo a igualdade se e somente se os nimeros forem todos iguais. Para tanto, seja n > 1 natural e
considere o maior k natural tal que n > 2% > n. Aplicando a desigualdade entre as médias aos 7 nime-
I0S a1,ay, .. . ,dy, juntamente com 2% —n cépias do ndmero a = {/ajaz--ay (totalizando no (2% —n) = 2%
numeros), obtemos

aj+--+a,+a+---+a

2k 2k_ 2k
" > ajay-—-a,-a- "= 3/ajax---a, = a.

A partir dai, obtemos a +as +---+ay, < 2¥a, ou, ainda,

> Y/arazay.

ay+ax+---+ay

n
Para haver igualdade, segue da primeira parte que a; =ap =---=a, =a = {/aay---a,. Em particular,
todos os nimeros ay,as,...,a, devem ser iguais. Finalmente, é facil ver que se esses nimeros forem

todos iguais, entdo havera igualdade.

3.2 Provade M.Q. > M.A.

A relagdo entre diferentes tipos de médias € uma parte fundamental da matemaética, especialmente
no estudo das desigualdades. Uma das desigualdades cldssicas € a que afirma que a média quadratica
(M.Q.) de um conjunto de nimeros € sempre maior ou igual a sua média aritmética (M.A.). Esse
resultado pode ser demonstrado de diversas maneiras, sendo uma das abordagens mais elegantes a
utilizac@o da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Autor: Sofia Pinheiro 3


https://ampulhetadosaber.com/
https://ampulhetadosaber.com/matematica/

Desigualdade das Médias
Ampulheta do Saber

Prova: Basta aplicar b; = 1, para todo 1 <i<n. (com igualdade ocorrendo, portanto, se todos
forem iguais) na desigualdade de Cauchy, dividir por n? e tirar raiz:

s 9 2).(1+1+---+1

2
(af+aj++a? - ) > (aj+ay+--+ay)?

\/a%+a%+~~+a,2, ap+az +--+ay
= >
n n

3.3 Provade M.G. > M.H.

Dados os nimeros reais positivos x,x,...,X,, ¢ sempre verdade que M.H < M.G, e que a igual-
dade ocorre se, e somente Se, X; =Xy = -+ = X;,.
Para fazermos a prova, vamos utilizar a prova demonstrada anteriormente M.A. > M.G.. Se

X1,X2,...,X, SA0 ndmeros reais positivos, entao xil, xlz, ey xi,, também o s@o. Sendo assim, aplicando
tal desigualdade:
1 1 1 ( 1 1 1 ) 1
—= |-+ttt =) ==.
G Yxixp--- X, n\xy x Xn H
Dessa forma,
1 1
< — MH.<M.G
M.G. M.H.
A igualdade ocorre se, e somente se,
1 1 1
—_— = e = — ——» _le:_xz:---:xn.
X1 X2 Xn

Logo, é sempre verdade que M.H. < M.G.<M.A.. A igualdade ocorre se, e somente se, x| =X =

cr = Xp.

3.4 Conclusoes

Dessa forma, a partir do demonstrado acima, mostram-se provadas as desigualdades das médias
MQO>MA.>M.G.>M.H.

4 Exemplos

4.1 Exemplo 1.

Exemplo 1. Para x,y, z reais positivos, temos

X2 +y?+72 > xy+x2+yz,
ocorrendo a igualdade se, e somente se, x=y =z.
Prova. Para obter a desigualdade do enunciado, basta somar membro a membro as desigualdades
parciais M.A >M.G.:
K2 +y2 x2+72 Y2472
5 2 XY, 2 XZ,

> V7.
y =)F
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Se x =y =z, entdo a desigualdade do enunciado é claramente uma igualdade. Reciprocamente,
2,.2
se ao menos uma das desigualdades acima for estrita, digamos * ery > xy, entdo, apds somarmos as

mesmas membro a membro, obtemos

X2 +y?+72 > Xy +Xx7+yz.

4.2 Exemplo 2.

Para n > 1 reais positivos ay,as, ..., a,, ttmos

11 1\,
(a1 +ag+-+ay)|—+—+-+—|>n",
ay a ay

ocorrendo a igualdade se e s6 se a; =a =+ = a,.

Prova. Aplicando duas vezes a desigualdade entre as médias, temos

1O T 1 1
(al+a2+---+an)(—+—+---+—)2(nm)(n" S
aj

1
ar a, ay a» ay

Para haver a igualdade, devemos ter a; +as +---+a, = n{/aya---a,, donde a| = a; =--- = a,. Reci-
procamente, é imediato verificar que se todos os nimeros forem iguais, entdo teremos igualdade.

4.3 Exemplo 3.

(Russia/2002) Para reais positivos a, b e c tais que a+b + ¢ = 3, mostre que:
Va+\Vb++\/c>ab+bc+ca.

Soluc¢ao Facamos aparecer a+ b+ c. Para isso, é mais facil mexer no lado direito. Dai, multipli-
cando a equacdo do enunciado por 2 e somando a2 +b?% + ¢2, temos que:

A+ + A+ 2 /a+2Vb+2\/c > d? + b+ c* +2(ab+bc+ca) = (a+b+c)? =32 =9.

Dai, agora, basta fazer um M.A. > M.G. (ou trés) espertos para concluir:

2
O A aaa — @Az

2
mﬂz V2 bNb=b = b2+2Vb>3b,

2
me:c = +2c23c

A soma das trés desigualdades acima, junto com o fato de a+b + ¢ = 3, conclui a solucao.
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5 Problemas

5.1 Problema 1.
(OCM/2011) Qual € o valor minimo da expressao

126 + 14x*
2011x2

no conjunto dos nimeros reais diferentes de zero?

5.2 Problema 2.

(Balkan/2014) Sejam x, y e z nimeros reais positivos tais que
Xy +yz+2zx = 3xyz.

Prove que
Xy+y2z+22x>2(x+y+z) -3

e determine quando a igualdade ocorre.

5.3 Problema 3.

Sejam x, y e z nimeros reais positivos tais que
xX+y+z=60.

Encontre o valor maximo de

X2

5.4 Problema 4.

(Russia 2019): Para nimeros reais a, b e ¢ quaisquer, cada um deles ndo menor que 1, prove que:

a+b+c S Vab-1 N Vbe-1 +\/ca—1
4 7 b+c c+a a+b

5.5 Problema 5.

(Asia-Pacifico): Se a, b e ¢ sdo reais positivos, prove que:

(1+9)(1+l—))(1+£)22 1+—a+b+c .
b c a Y abc
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6.1 Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo (POTI)
6.2 Algebra do Zero ao IME ITA Cone Sul EGMO - Armando Barbosa

6.3 Topicos de Matematica (IME-ITA-Olimpiadas) - Carlos A. Gomes e José
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