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1 Introducao

A Equacdo de Pell € um problema cléssico da teoria dos nimeros que desafia matematicos ha
séculos. O estudo dessa equacgdo destaca-se por sua simplicidade aparente e pela profundidade de suas
aplicacdes, conectando topicos como fracdes continuas, nimeros quadréticos e estruturas algébricas.
Seu interesse nao € apenas tedrico, pois ela também surge em problemas geométricos, criptografia e
sistemas dinamicos.

2 Equacao de Pell generalizada
Uma equacao de Pell é definida da seguinte forma:
X% - Dy2 =M,

onde D é um nimero inteiro positivo que nao ¢ um quadrado perfeito, e x,y € Z sdo nimeros inteiros.
O objetivo é determinar todas as solugdes inteiras (x,y) que satisfazem a equagdo.
Toda equacio de Pell x2 - D-y? = 1 admite infinitas solugdes

(x,)

inteiras positivas. Além disso, sendo
(xl » Y1 )

a solu¢do com x; minimo (chamada de solu¢@o fundamental), todas as demais solucdes sao da forma:
Xn+YVn- \/5 = (x1 +y1- \/l_))n

sendo n um nimero inteiro positivo.
Por exemplo, sabendo que (2,1) € solu¢do da equagdo x* - 3-y? = 1, entdo podemos concluir que
todas as solucdes
(X, ¥n)

dessa equacdo de Pell sdo da forma: x, +y, - V3= (2+1- \/§)” =(2+ \/§)" Por exemplo, para n =2,
teriamos a solugdo (x2,y2) = (7,4).

Notemos que as solugdes (x;,y,) acima séo solu¢des da equagdo de Pell citada ndo é tdo dificil,
uma vez que por expansio binomial, temos que:

Xp+Yn- VD= (x1+y;-V/D)' =

xn_yn'\/ﬁz ()C1 —J1 \/B)n =

(X0 +¥n VD) (Xu=yn-V/D) = [(x1 +y1-VD) - (x1 -y1-VD)]"] =

(00 =D-(3)2 = [(1)2=D- ()] = 1" =

(Xn)2 -D- (yn)2 =1

Entdo, encontrando a solu¢do minimal, podemos encontrar todas as solu¢do da equacdo! Mas
nem sempre encontrar a solu¢do minimal € facil. Muitas vezes a solug¢do € grande e fica invidvel
testar varios casos. Mostraremos um método que pode facilitar os célculos.

Podemos definir x, e y, de maneira recorrente, tomando o conjugado:

Xn +yn\/B= (x1 +Y1\/l_))" = Xn _)’n\/B: (xl —yl\/l_))”

_ (x1+y1VD)" + (x1 —y1VD)" . _ (x1 +y1VD)" = (x1 -y1VD)"
5 i T :
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Interpretando essas férmulas como solugdes de recorréncias lineares, nao € dificil perceber que
X, € y, satisfazem a recorréncia u,, —2x1up41 +u, =0, Vn > 1. Um método rdpido de encontrar a
solucdo minimal é olhando para a fraco continua de \/D. Escrevendo

\/B: [Clo§al,027 "'7ak]7

entao
X1 1 ‘
— =ap+ , seképar,
Y1 1
ap +
1
ajy +
1
., + —_—
aj-1
X1 1 ‘-
—=ap+ , sekéimpar.
i 1
ap +
1
ap +
1
“+
azk-1

Por exemplo, para encontrar a solucdo minimal de x2 —41y? = 1, basta escrever a fracdo continua

de v41:

1 1 1
V4l =6+ (V41-6) =6+ =6+ =6+ .
1 1
g(\/41+6)

V41 +6
V41-6 5

St ———— =6+

2+ y R —
VA1 +4 S,
VA1-6

E entdo comegard a repetir de modo que V41 = [6;2,2,12]. Logo, sendo o periodo 3 (impar),
temos que ir até as para achar a solucao minimal:

X1 1 2049
_ = 6+ = .
V1 1 320

2+
1
2+
1

12+ =
2

Portanto, a solugdo minimal é (2049,320), e seria invidvel encontra-la & méo!

3 Exemplos

3.1 Exemplo 1.

Prove que existem infinitos » tais que 1 +2+3+---+n é um quadrado perfeito.
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_n(n+1)
==
Logo, para essa soma ser um quadrado perfeito, devemos ter:

Solucao: Sabemos que

1+2+---+n

n(n2+1) =m? = n*+n=2m*> = 4n>+4n=8m>

= (2n+1)?=8m*+1 = (2n+1)?>-2(2m)*=1,

que é a equagdo de Pell x2-2y? = 1, que sabemos que possui infinitas solucdes.

Mas observe que deveremos garantir que existem infinitas solu¢des com x impar e y par. Anali-
sando a paridade de cada lado, x é sempre impar e, analisando médulo 8, temos que y tem que ser par.
Logo, temos infinitos valores de n.

3.2 Exemplo 2.

Prove que existem infinitos 7 tais que nZ + 1 divide n!.

Solucdo: Sabemos que a equacdo n% + 1 = 2m? possui infinitas solu¢des. Mostraremos que para
pares (n,m) suficientemente grandes que satisfacam essa equagdo também satisfazem que 2m? | n!.

Primeiramente, como 4 ndo divide n% + 1, teremos que m é sempre fmpar. Logo, basta demontrar-
mos que m? | n!, ja que claramente n! tem fator 2.

Note que m < n. Sabemos que se m é composto, entdo m | (m—1)!. Logo, m?> |m!|n! e como
m < n, m? | n!, como desejado.

Veja que para m primo isso ndo € verdade. Logo, basta mostrarmos que existem infinitas solucdes
de n2+1 =2m? com m composto. Sabemos que as solu¢des da equacdo sio dadas por ny +mg\/2 =
(1+/2)%+1 ¢ que a sequéncia (my) satisfaz my., = 6my,1 +my, com mg = 1,m; = 7. Portanto, m; é
multiplo de 7 e, como toda recorréncia médulo algum nimero € periddica, segue que existem infinitos
multiplos de 7. Portanto, temos infinitos valores de m compostos, como desejado.

3.3 Exemplo 3.

Resolva a equacdo x2 —5y2 = 4 nos inteiros positivos.

Solucdo: O primeiro passo € encontrar a solu¢io minima da equacio x2 —5y? = 1. Testando os
valores de y, temos que a solucio minima é 9+4+/5. Pela equacio de Pell, as solu¢des de x2 —5y? = 4
sdo dadas por

Xn+yaV/5 = (u+vV/5)(9+4V5)",

em que u,v > 0 sdo tais que u2 —5v2 =4 e u+v/5 < (9+4/5)v/4=18+8/5. Note que 182-5-82 =4,
de modo que se tiver alguma outra solucdo menor, devemos ter v < 8. Testando v=0,1,2,...,7,
obtemos as solucdes 2,3 ++/5 e 7+3v/5. Portanto, as solucdes da equacio sio dadas por

xn+yn\/§: (3+\/§)(9+4\/§)",

Xa=ynV'5= (1+3V5)(9+4V/5)",
Xn+ynV/5=2(9+4V5)".
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Determine todos os triangulos retangulos com lados inteiros cujos catetos sdo ndmeros consecu-
tivos.

Solucdo: Por Pitagoras, basta encontrarmos as solu¢des da equacdo n? + (n+1)% = m2. Reescre-
vendo a equagao, obtemos

3.4 Exemplo 4.

2 —= 2?4 2n+1=m? = 4’ +4n+2=2m> — (2n+1)*-2m>=-1.

n?+(n+1)%=m

Entio, devemos olhar para a equagio x2—2y? = —1, em que x é sempre impar, mas veja que x é
sempre impar. Logo, basta encontrarmos todas as solu¢des. Novamente, a minimal de x2 -2y? = -1 ¢
1+ 3\/§ e entdo toda solucgdo de x2 - 2y2 = -] se escreve como:

U+ V2 = (M+V\/§)(3 +2\/§)k,

comu,v>0e u+w?2 < (3+2\/§)\/1 =u?-2v? = —1. Da desigualdade, obtemos v < %+2 <5, e

entdo basta testarmos v=0,1,2,3,4. Analisando todos os casos, obtemos a solugdo 1+ V2.
Portanto, as solugdes sdo uy +viv/2 = (1+1/2)(3+2V2)k e, usando que 3 +2v/2 = (1+/2)2,

temos que:
U+ V2 = (1+ \/5)2’”1.

‘A ~ ’: -1 1
Logo, os triangulos sdo os triangulos com lados n = ”k2 ,n+1= ”"2+ em=vy

4 Problemas

1. (Irlanda 1995) Encontre todos os inteiros (x,y) tais que a equag¢do x* +xy +y? = 1 possua infi-
nitas solucdes (x,y) inteiras.

(a) Seja k um inteiro positivo. Mostre que a equagdo x> — (k2 - 1)y% = -1 ndo possui solu¢do
inteira.

(b) Seja k um inteiro diferente de quadrado perfeito. Mostre que existe A tal que a equacdo
x% - (a?-1)y? = k ndio possui solugio inteira para todo a > A.

2. (China TST 2018) Determine todos os pares de inteiros positivos (x,y) tais que (xy+1)(xy+
x+2) é um quadrado perfeito.

3. (Roménia TST 2011)(Roménia TST 2011) Mostre que existem infinitos inteiros positivos n
tais que n% + 1 possui dois divisores positivos cuja diferenca € n.

4. (Sérvia TST 2019) Resolva nos inteiros ndo negativos a equagdo 2% = 5 + 3.
5. (TCS 2013) Encontre todas as triplas de inteiros ndo negativos (k,m,n) tais que 2K +77"-9" = (.

6. Prove que a tnica solugfo nos inteiros positivos para a equagdo 54-3/=2¢éa=b=1
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