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1 Introducao

O calculo € uma das dreas mais fundamentais da matematica, desempenhando um papel central
no desenvolvimento de diversas ciéncias e tecnologias. Criado independentemente por Isaac Newton
e Gottfried Wilhelm Leibniz no século X VII, o célculo revolucionou a maneira como compreendemos
o mundo ao fornecer ferramentas matemaéticas para modelar mudangas e variacoes.

As aplicacOes do calculo sdo vastas e abrangem multiplas dreas do conhecimento. Na fisica, ele
permite descrever o movimento dos planetas, a dindmica dos fluidos € o comportamento das ondas
eletromagnéticas. Na engenharia, € essencial para a andlise estrutural, otimizacdo de processos e
desenvolvimento de novos materiais. Na economia e nas ciéncias sociais, o cdlculo ajuda a modelar
taxas de crescimento, otimizar recursos e prever tendéncias de mercado. Além disso, em dreas como
biologia, computacao e inteligéncia artificial, o cédlculo € utilizado para modelar sistemas complexos
e desenvolver algoritmos avangados.

Neste material, o foco estd na aplicacdo do cdlculo na resolu¢cdo de problemas de Olimpiadas
de Matematica. O cdlculo diferencial e integral aparece frequentemente em competi¢cdes avangadas,
sendo utilizado para otimizar funcoes, resolver problemas de maximos € minimos, analisar o com-
portamento assintético de sequéncias e funcdes, bem como justificar rigorosamente limites e séries.
Além disso, técnicas de integracdo e diferenciagdo sdo ferramentas poderosas para resolver problemas
inusitados e encontrar conexdes entre diferentes dreas da matemaética olimpica.

Com uma abordagem voltada para problemas matematicos, este material busca fornecer uma
base sdlida e estratégias uteis para estudantes que desejam se aprofundar no célculo e desenvolver
uma nova ferramenta para a resolucio de problemas olimpicos. Partiremos entdo nessa nova jornada
por uma das matéria mais bonitas e interessantes da matematica!

Antes de continuar, aviso que serd necessdria uma nogao bdsica prévia sobre andlise de fungdes,
pois sdo conceitos muito presentes nessa matéria e, embora eu tentarei explicar intuitivamente o que
significam os termos, serd mais facil de compreender o conteudo com tal base.

Autor: Arthur Alencar Spuri 2


https://ampulhetadosaber.com/
https://ampulhetadosaber.com/matematica/

Calculo I
Ampulheta do Saber

2 Limites

Antes de mergulharmos no mundo dos limites, vamos falar um pouco sobre fun¢des continuas.

2.1 Funcoes continuas

Considere uma funcgdo f(x). Dizemos que essa funcio é continua se ela ndo possui "buracos"ou
pontos indefinidos, como nas figuras abaixo, onde a figura a esquerda € de um grafico de uma funcao
continua e a da direita é de uma fun¢ao nao continua:

y y
g
Jx) b= o f
fp)F---- 1 3 ‘
/ b ;C X 1" X

Figura 1: Func¢do continua e ndo continua.

O que nos interessa sobre esse conceito € a pergunta: como avaliar se uma funcdo € continua ou
nao? podemos fazer isso usando o conceito de limites.

2.2 O que é um limite?

O limite de uma funcdo f(x) quando x vai para um valor a, denotado lim,_,, f(x) é nada mais,
nada menos que uma forma de representar a ideia de: "para qual valor a funcdo f(x) vai quando x
se aproxima de um valor especifico a?"para algumas func¢des, calcular tais limites pode ser fécil e
simples. Para outras, no entanto, esse calculo pode se mostrar trabalhoso.

A defini¢do formal de limites € a seguinte:

Seja f(X) uma funcdo e seja a um ponto de de seu dominio. Dizemos que

lim f(x) =L

X—a

se, para todo € > 0, existe um & > 0 tal que, sempre que 0 < |x—a|< 8 e x € D, entdo

[f(x)-L]<e.

Em outras palavras, estou dizendo que, para qualquer valor arbitrariamente pequeno € que eu
escolha, existe um intervalo ao redor do valor a (Nesse caso, o intervalo é entre a+ 0 e a—0) tal que
a fungdo em qualquer ponto do intervalo difere do valor do limite por menos que €.

Veremos agora algumas propriedades dos limites, que podem ser provadas por meio da definicdo
formal deles.
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2.2.1 Propriedades Basicas dos Limites

Sejam f(x) e g(x) fungdes definidas em um dominio adequado e seja @ um ponto desse dominio.
Se os limites de f(x) e g(x) existem em x — a, ou seja,

limf(x) =L, limg(x)=M,
entdo valem as seguintes propriedades:

* Propriedade da Soma:
im(f(x) +8(x)) = lim £ (x) + lim g (x) = L+ M.

Prova:

Queremos provar que:

lim(f(x) +g(x)) = L+ M.

Pela defini¢do de limite, para todo € > 0, existem 0; >0 e &, > 0 tais que:

0<x—a|< & = |f(x)-L|< g

0<x—d|< & = |g(x) - M| < g

Escolhemos 6 = min(J;, 8,), garantindo que ambas as desigualdades sdo satisfeitas para 0 <
|x—a| <. Assim,

|(F(x)+8(x)) = (L+M)| =|f (x) -L+g(x) -M|.
Pela desigualdade triangular,

f(x) ~L+g(x)—M| < |f(x) - L|+|g(x) - M| < §+§=g_

Portanto, provamos que:

lim(f (1) +¢(x)) = L+ M.
* Propriedade da Diferenca:

lim(f(x) - g(x)) = lim £(x) - limg(x) = L- M.

Prova:

Mesma da soma, pois subtrair € somar um nimero negativo
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Propriedade do Produto:
hm(f(x)g(x)) hmf(x) hmg(x) L-M.

Prova:

Queremos provar que:

lim(f(x)g(x)) = LM.

Sabemos que:

F(x)g(x) ~LM = f(x)g(x) - f(x)M + f(x)M - LM.

Rearranjamos os termos:

f(x)g(x)-LM = f(x)(g(x) -M)+M(f(x)-L).

Sabemos que:

f(x) -L| <

para 0<|x—a|< &y,
2(!M| 1)

lg(x) ~ M| < ﬁ para 0 < |x—d| < 6.

Escolhendo 6 = min(d;, &), garantimos que:

[f(x)g(x) - LM| < |f(x)l|g(x) - M|+ M| f(x) - L| < €.

Portanto, provamos que:

lim(f (1)g(x)) = LM.
Propriedade do Quociente (se M + 0):

lim f(x) _limegf(x) L
xl_’a g(x) lim,, g(x) M

Prova:

Seja L =lim,, f(x) e M =lim,_,, g(x) # 0. Queremos provar que:

S L
o) "M

Sabemos que:

flx) L ‘f(xM—LM+LM—Lg(x)
g(x) M Mg(x) '
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Reescrevendo:

_|M(F(x)-L) +L(M - g(x))
Mg(x) '

Pela defini¢do de limite, existem 6,0, > 0 tais que:

e|L|

e|M| elL|
2 2

f()-Li<—= e [g(x)-M]|<
Para garantir que g(x) ndo se aproxime de zero, escolhemos 63 de modo que:

M|

lg(x)] > ER para 0 < |x—al < 8.

Agora, tomando & = min(6y, 8, 03), obtemos:

fG) LI _M|(eM|/2) +|LielMI/2) _

gx) M M2

Portanto,
lim@ = £
wag(x) M

* Propriedade da Constante:

limc=c¢, lim(cf(x))=climf(x)=cL.
X—>a X—=>a X—=>a

Prova: Para provar essa propriedade basta verificar que a definicao formal de limites € satis-
feita.

2.2.2 truques para solucao de limites

* Limites por substituicao direta

O caso mais simples € quando a func¢do f(x) € definida no ponto a, pois basta substituir nosso
valor a na funcdo e calcular f(a).

Exemplo 1: calcule lim,_.; sen(x)
Solucio:

Note que sen(m) =0, logo, como a fungdo possui valor definido neste ponto, entdo lim,_.
sen(x) =0

Para esse tipo de limites, ndo hd muito segredo, sé aplicar o valor, calcular e seguir com sua
vida... Nem um pouco interessante, ndo € mesmo? Vamos para o préximo método de resolugdo
de limites!
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* Limites por fatoracdo

Quando queremos calcular um limite quando a funcdo vai para um ponto onde ela ndo € de-
finida, ndo podemos substituir o valor de a, logo, precisamos resolver essa indeterminagao, e
frequentemente usamos fatoragdes para isso.

Exemplo 2: Calcule lim, ., ~=
Solucio:

inicialmente, podemos tentar substituir x = 2, obtendo:

xX2-4 4-4 0
x-2 2-2 0

Uma indeterminagio! Logo, precisamos de outro método. Veja que podemos fatorar x2 —4 =
x?-22=(x-2)(x+2), logo:

2_4 -2 2
limxﬁzx - l,-mmw
x-2 x=2

=limy_nx+2

2
Agora, podemos substituir diretamente, obtendo: lim,_., ’;_—‘24 =2+2=4

sen(2x)

Exemplo 3: calcule lim,_,q sen(x)

Novamente, comeg¢amos testando uma substitui¢ao direta:

sen(2x) sen(0) 0

sen(x)  sen(0) 0

chegando a uma indeterminacao. Agora, note que podemos usar uma identidade trigonométrica
para fatorar sen(2x) como 2sen(x)cos(x), obtendo:

sen(2x)  2sen(x)cos(x)

sen(x)  sen(x) = 2cos(x)

agora, podemos substituir:

2
im0 ") 90050y =251 22
sen(x)

e terminamos.

esse método € mais divertido que o anterior, e quanto mais avancadas as fatoragdes, mais legal
se torna computa-lo! Vamos ao préximo, e ultimo método!(por enquanto)

* Divisdo pelo maior expoente

um tipo de limite muito comum é o limite com x indo para o infinito, limy—, f(x). Quando
temos esse tipo de limite, a substituicdo direta muitas vezes se mostra meio estranha, ja que
substituir co em uma expressao ndo € muito comum, mas nao se assuste, o método da substitui-
¢do direta segue o0 mesmo, basta dizer que é =0e co+N=00,VN # —co. As indeterminacdes
aqui sdo os casos: oo — oo, 0* 0o e =2, onde precisamos buscar outros métodos para resoluc@o.
além do método da fatoracdo, podemos, para fracdes, dividir o numerador e o denominador pelo
maior expoente que aparece da varidvel. Isso funciona bem para polindmios, como mostrarei a
seguir:
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36 +5x+7
4x2-2x+1

Solucdo: Tentando uma substitui¢do direta, facilmente notamos que a expressdo se torna =,
logo outro método € necessario. Poderiamos buscar alguma fatoracdo para os polindmios, mas
isso ndo nos ajudard muito também. Para resolver esse limite, podemos dividir o numerador e
o denominador pelo termo de maior expoente, nesse caso, x2, obtendo:

Exemplo 4: calcule lim,_, «

5,7
. 3x%+5x+7 . 3+3+;
11m2—: m-——1
xso0dxs—2x+1 x-oog =4 o
X X
substituindo x = oo: . s 5
3+;+p_3+;+g_3+0+0_3
2, 1 2 [ 4
4—;4‘; 4—;+§ 4-0+0 4
E terminamos.
T +ex+124

Exemplo 5: calcule limy—. o0 15725, 1060000

Solucao

Nessa expressao existm muitos nimeros estranhos, mas ndo se preocupe, 0s termos constantes
ndo importam, vamos resolver do mesmo jeito de antes.

O termo de maior expoente é x3, logo, dividindo por ele:

e . 124
5 x> + ex + 124 , T+a+-3 t+0+0 7
im = =

=1 = = — =
£5 10x2 - 94x + 1000000 +~= 10 94 [ T000000 ~ 9-0+0 ~ 0

(e.¢]

Sim, estou ciente que dividir por zero € um absurdo. No entanto, como se trata de limite, quero
apenas dizer que quando X aumenta, o denominador fica arbitrariamente pequeno em relacao
ao numerador, o que implica que essa fragao diverge para o infinito, ao invés de convergir para
um valor especifico. Nao se esqueca: um limite ndo € o valor de uma funcao naquele ponto,
mas sim o valor que a fun¢do se aproxima quando a varidvel se aproxima desse ponto.

E se voce estiver se perguntando "Como vocé sabe se € infinito positivo ou negativo?", muito
bem notado! Sabemos que serd positivo pois, embora ambos tendam a zero quando x vai para o
infinito, ainda vale que 170 + % > ?C—?, assim como o numerador € claramente positivo, logo

o resultado serd positivo.

Agora que terminamos de ver os métodos basicos de cdlculo de limites, temos que avaliar algo
crucial para esse tipo de ferramenta: a condi¢io de existéncia de um limite.

2.2.3 Quando um limite existe?

Primeiro, vocé pode estar pensando: "Como assim? Os limites ndo existem sempre? Digo, um
limite representa o valor que a fun¢do se aproxima quando a varidvel se aproxima de um valor a, e
isso sempre existe, nao? A fun¢do tem que se aproximar de algum valor."mas ndo se engane, pois
limites nem sempre existem. Eles ndo existem quando existe uma ambiguidade sobre o valor da
funcdo naquele ponto, como no exemplo a seguir:

Exemplo 6: Funcao piso conseidere o grifico da funcio piso abaixo:
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Caso vocé nao a conheca, a funcio piso de x € apenas um jeito formal de dizer "arredondar x para
baixo", por exemplo, o piso de 3 é 3, o piso de 7w € 3 e o piso de —5.5 é —6. O piso de x é denotado
por |x].

Se eu lhe pedir para calcular lim,_|x|, o que vocé me diria como resposta? Bom, se vocé
for pensar do mesmo jeito que as solu¢des dos ultimos exemplos, tentaria uma substitui¢do direta,
obtendo que |x|=|1] =1, que seria a resposta, correto?

Nao, ndo estd correto, pois ao olharmos o grafico da fun¢do piso, vemos que na verdade temos
duas possibilidades: ou nos aproximamos de x = 1 pelo lado esquerdo ou pelo lado direito, e essas
duas possibilidades nos ddo valores diferentes, ja que pelo lado esquerdo, quando nos aproximamos
de x =1, a fungdo é sempre 0, logo a resposta seria zero, enquanto quando nos aproximamos pelo lado
direito a funcdo vale sempre 1, logo o limite serd 1. Isso se torna uma ambiguidade que torna o limite
indeterminado, e por isso dizemos que lim,_, 1 |x] ndo existe!

Mas como formalizamos essa ideia? Podemos definir os limites laterais de f(x), denotados
lim,_, ,+ f(x), como o limite se aproximando por um "lado"especifico do grafico. Assim, lim,_, .+ f(x)
¢ o limite quando nos aproximamos pelo lado direito, diminuindo cada vez mais o x até chegar no
valor a, e lim,_,,- f(x) como sendo o limite ao nos aproximarmos pelo lado oposto. Assim, temos
que lim,j+|x| =1 e lim,;-|x] =0.

Com isso, podemos dizer que o limite existe se, e somente se, lim,_,,+ f(x) =lim,_, .- f(x)

Exemplo 7: determine se limx_)oi existe.

Solucdo: Vamos primeiro calcular o limite pelo lado dos positivos. Temos que:

lim I 1 +
_= — = o0
=0t x 40
enquanto isso, pelo lado dos negativos:

.11 1

lim -=—=-—-=-00

—0-x -0 0

Portanto, como lim,._, o+ )1—C + lim,_ - % podemos dizer que o limite ndo existe.
Agora, estamos finalmente preparados para definir formalmente quando uma funcao é continua!

2.3 Definicao formal de uma func¢ao continua

Uma fungdo f(x) é dita continua em um intervalo I quando, para todo valor a no intervalo I,
temos que limy_, f(x) = f(a)

Logo, a fun¢do deve satisfazer trés condicoes:

Condigéo 1: o limite lim,_,, f(x) deve existir para todo valor a no intervalo I
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Condicao 2: a funcdo deve ser definida em todo ponto a no intervalo, isto é, f(a) possui valor
determinado para todo ponto a no intervalo |

Condicdo 3: o limite lim,_, f(x) deve ser igual ao valor da fungdo naquele ponto, isto é,
lim,_,, f(x) = f(a) é vdlido para todo a no intervalo 1.

Agora, com nossa pergunta inicial respondida, fechamos essa se¢@o inicial, e podemos passar
para a proxima matéria: derivadas!

3 Derivadas

As derivadas sdo a segunda parte mais conhecida do cdlculo, atrds apenas das integrais, € seu uso
€ muito comum, mas o que as derivadas representam e como sao calculadas? Veremos isso a seguir!

3.1 Significado e definicao de derivada

Pense em uma fungéo arbitraria f(x), e imagine seu grafico, como no exemplo abaixo:

2
f(x)

Se eu te perguntar qual a variacdo média da funcdo em um intervalo especifico I = (X, X + AX),
vocé saberia calcular, ndo é mesmo? basta calcular Af = f(X + AX) — f(X) e dividir pelo tamanho do
intervalo, logo, sendo V,, a variacdo média, temos:

LA (XA - F(X)
AX AX

Simples, ndo? Mas e se eu lhe perguntar qual a taxa de variacdo em um ponto especifico, como a
"velocidade"da fun¢do naquele instante, ou ainda, a reta tangente ao grafico naquele ponto? Se vocé
j& viu alguma aula de cdlculo ou possui um raciocinio 16gico bem desenvolvido, pode ter chegado
a conclusdo: "Podemos tirar o limite de V,,, quando AX vai para zero!"E vocé estaria absolutamente
correto!

Podemos pensar no V,, como sendo uma aproximacao grosseira da variagdo da fun¢do em um
ponto, pois assume que tal variacdo é constante no intervalo. Essa aproximacao, no entanto, se torna
mais e mais certa quanto menor for o intervalo, uma vez que qualquer curva se assemelha a uma reta
quando escolhemos um intervalo pequeno o suficiente. No limite do intervalo tendendo a zero, essa
aproximacao se torna perfeitamente correta! Podemos entdo definir a derivada de uma fun¢ao como
descrito acima, escrevendo:

s =lim (
dX = AX—0

fX+AX) - f(X)
AX

)
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Onde % ¢ a derivada da fun¢do em relagdo a variavel X.

O conceito de derivada é muito 1til pois, como veremos a seguir, nos dd muitas informagdes
sobre o comportamento de funcdes, nos ajudando a determinar pontos de maximo, minimo e diversas
outras coisas!

Podemos agora partir dessa defini¢do para obter algumas regras/técnicas de derivacdo, como farei
a seguir

3.2 Técnicas de derivacao

3.2.1 Regra da soma

Enunciado:

Sejam g(X) e h(X) fungdes e f(X) :=g(X) +h(X), entdo df 55‘; +
Prova:

Temos:

SX+AX) - f(X) _ ((X+AX) +h(X +AX)) ~ (g(X) +h(X)) _g(X +AX) ~g(X)  h(X+AX)-h(X)
AX AX AX AX

Assim, a derivada serd, pela definicao:

Af L fGA)-f(X) L g(X+AX)—g(X)  h(X+AX)-h(X)
dX ~ AX>0 AX AX-0 AX AX
Aplicando a propriedade da soma dos limites:

ﬁ: lim g(X+AX)—g(X)+ lim h(X +AX)-h(X ) dg dh
dX AX-0 AX AX—0 AX T dx dX
E terminamos.

3.2.2 Regra do produto

Enunciado:
Sejam g(X) e h(X) fungdes e f(X) := g(X) » h(X), entdo dX =h(x) * 5 +g(x) x di
Prova: Usamos a defini¢do de derivada:

df . FXAX) - F(X)
dX AxX-0 AX ’
Substituindo f(X) =h(X)g(X):

daf _ lim h(X+AX)g(X +AX)-h(X)g(X)
dX AX-0 AX '
Agora, adicionamos e subtraimos o termo i (X +AX)g(X) para facilitar a manipulacdo:

df . [AX - AX)g(X +AX) - (X +AX)g(X)] + [A(X + AX)g(X) ~A(X)g(X)]
dX AX-0 AX '

Podemos separar os dois termos:
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- 1im [h(X+AX)[g(X+AX) ~8(X)] , g(X)[h(X +AX) —h(X)]]
AX—0 AX AX :
Agora, usamos a definicdo de derivada:

lim g(X+AX)-g(X) dg lim h(X+AX)-h(X) dh
AX 0 AX dX AX=0 AX dax’
Portanto,

. dg dh
oo ]
Como h(X +AX) — h(X) quando AX — 0, obtemos:

U h(x)» 5 +g(x)+ T2

E terminamos.

3.2.3 Regra do quociente:

A regra do quociente afirma que, se 2(X) e g(X) sdo fungdes com derivada definida em um ponto
X, e g(X) #0, entdo a derivada do quociente f(X) = E X; ¢ dada por:

_[hoo] g () -h(X) 5
dX | g(X) [s(X)]?
Prova: Usamos a defini¢do de derivada:
df . FXHAX) - F(X)
dX AX-0 AX '

Substituindo f(X) = 2

h(X+AX)  h(X)
h(X) s(X+AX) — 5(X)

—|——=<|= lim
Colocamos a diferencga de fragdes sob um denominador comum:

h(X+AX)g(X)~h(X)g(X+AX)
- lim g(X+AX)g(X)
AX—0 AX

Reescrevendo,

_ im h(X+AX)g(X)-h(X)g(X +AX)
AX—0 AXg(X+AX)g(X) .

Agora adicionamos e subtraimos o termo 4(X )g(X) no numerador:

_ i X +AX)g(X) ~h(X)g(X) ]+ [A(X)g(X) - h(X)s(X +AX)]
AX~0 AXg(X +AX)g(X)

Separando em dois limites:
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= lim lh(X+AX)g(X)—h(X)g(X) +h(X)g(X)—h(X)g(X+AX)]
AX—0 AXg(X+AX)g(X) AXg(X+AX)g(X) .

Reescrevendo os termos:

o [ 8(X) X HAX) -n(X) - h(X) 'g(X+AX)—g(X)]
AX-0| g(X +AX) » g(X) AX g(X+AX)g(X) AX '

Agora, usamos as defini¢des de derivadas:

L RXEAX)-R(X) _dh L g(X+AX)-g(X) _dg

AX—0 AX dX’ AXS0 AX dx’

Portanto,

= 11mm
AX—0

g(X+AX)*g(X) g(X+AX)*g(X)

$(X) h(X) * 3§ ]

Como g(X +AX) — g(X) quando AX — 0, obtemos:

g(X) B —n(X) * 5%
[¢(X)]?

Como desejado.

3.2.4 Regra da cadeia

A regra da cadeia afirma que, se 2(X) e g(X) sdo fun¢des com derivada definida em um ponto X
e a funcéo composta f(X) =h(g(X)) é definida, entdo sua derivada é dada por:

d dh dg
—h(g(X))=—x»—=.
T (8(X)) o dx
Prova: Usamos a defini¢do de derivada:
h(g(X+AX))-h(g(X))
AX :
Como g(X) é diferencidvel, podemos escrever a variagio de g(X) como:

d .
Sy 1(8(X)) = lim

Ag=g(X+AX)-g(X).

Se g(X) for continua e diferencidvel, entdo quando AX — 0, também temos Ag — 0. Substituimos
na expressdo da derivada:

ME(X+AX)) ~h(g(X)) , Ag

d
L h(g(X)) = li
ax (X)) = lim, Ag AX

Agora, observamos que:

L h((X - AX)) h(2(X)) _dh
Ag—0 Ag dg7
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lim Ag dg
AXS0AX  dX'
Portanto,
dh dg
XN = T

Como desejado.

Tenha em mente que derivar € apenas uma operacdo, que leva pratica para se acostumar, mas ao
final do dia basta aplicar suas regras e seguir em frente. Essas regras nos permitem escrever algumas
derivadas em fun¢do de outras mais simples, como vocé deve ter percebido. Para efetivamente resol-
ver a derivada maior, devemos ter algumas derivadas simples prontas no bolso. Mostrarei a seguir
algumas delas:

3.3 Derivadas de bolso
3.3.1 Derivada de uma constante

Seja C uma constante. Pela defini¢do de derivada:

iC— lim —C_C lim i =0
dxX AX-0 AX AX-0AX
Portanto,
d
—C=0.
17).4

3.3.2 Derivada de uma poténcia de X

Seja h(X) =XV, onde N é uma constante. Usamos a defini¢do de derivada:

d . (X+AX)N-XN
—XxN=1 :
dX AX20 AX
Expandimos pelo Bindmio de Newton:
-1
(X +AX)N = XN - NXNIAX + WXNZ(AX)Z +
Substituimos na defini¢ao:
XN XN-1AX AX)2) - XN
A v _ oy XN +0((AX)") - X
dX AX—0 AX
Cancelamos XV:
- lim NXN-1AX + O((AX)?)
AX—0 AX '

Dividimos por AX:

- 1i N-1
—Al}}IEO(NX +O(AX)).
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Como O(AX) — 0 quando AX — 0, obtemos:

ixN - NXN_I
dX ’
3.3.3 Derivada da funcao exponencial
Seja h(X) = eX. Pela defini¢do:
X +AX X
Il QU |
ax© Taxs0 AX
Fatoramos eX:
. eXeAX X
= lim
AX—0 AX
Colocamos ¢X em evidéncia:
AX 1
—¢X Tim &
AX-0 AX

Podemos agora efetuar uma troca de varidvel. Defina M = e2X — 1, logo AX = In(M +1). Note que
quando AX — 0,M — 0, portanto, podemos reescrever o limite:

M 1
=eX lim —— =X lim ————.
M-0In(M+1) M~0 SIn(M+1)

Usando a propriedade de logaritmos que nos diz que A * logg(C) = logg(C4), obtemos:

1
=X lim ————— =X 1
M=0[p[(M+1)wm] In[limyy_o(1+M)]
Note, porém, que por defini¢io do ndmero de Euler e temos e = limy oo (1 + %)U =limpo(1 +
M )ﬁ, onde M = % Assim, substituindo:

1 1 1
. _ X X X

In[limy;_o(1 +M)ﬁ] In(e) "1

3.3.4 Derivada da funcao logaritmica
Seja h(X) =1InX. Pela defini¢do:

In(X +AX) -1InX

—InX = lim
dX AX—0 AX
Usamos a propriedade do logaritmo:
In X+AX
= lim 57)
AX—-0
Reescrevemos a fracao:
5 In (1 + %)
Tars0 AX
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Usando a propriedade A * logp(C) = logg(C4), obtemos:

AX 1
= lim In[(1+—)3%].
Ay (e 5)]
Efetuando a substitui¢do de varidvel U = ﬁ,Ax - 0,U - oo, ficamos com:

1
_ : X\U
_ln[Uh—l;Eo(l—i_U) ].

No, entanto, sabemos, por defini¢do, que eX = limy_ oo (1 + %)N . Logo a expressdo se simplifica
para:

i
I
|

ﬁlnX:lne

3.3.5 Derivada do seno

Seja h(X) = sinX. Pela defini¢do:

d in(X +AX) -sinX
- £ Al}i(IEO sin(X + AX) sinX
Usamos a identidade do seno:

sin(A + B) = sinAcos B+ cosAsinB.

Aplicamos para A =X e B = AX:

sin(X +AX) =sinX cosAX +cos X sinAX.

Substituimos na defini¢ao:

sinX cosAX +cos X sinAX —sinX

= lim
AX -0 AX
Fatoramos sinX:
cos -1 sinAX
= lim [sinX CoS .
A)1(—>0 [ AX
Sabemos que:
AX AX -1
lim 202E g gy &8 - 0.
AX—0 AX-0 AX
Portanto,
—sinX =cosX.
1704
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3.3.6 Derivada do cosseno

Seja h(X) = cosX. Pela definigdo:

d . cos(X+AX)-cosX
—cosX = lim .
1704 AX—0 AX
Usamos a identidade do cosseno:

cos(A+B) =cosAcosB-sinAsinB.
Aplicamos paraA=X e B=AX:

cos(X +AX) = cosX cosAX —sinX sinAX.

Substituimos na definicdo:

cos X cosAX —sinX sinAX —cos X

= lim
AX—0 AX
Fatoramos cosX:
cosAX -1 sinAX
= lim |[cosX —sinX
o [ AX M2 7AX
Sabemos que:
AX -
lim SInAX I, lim cosAX -1 0
AX-0 AX AX-0 AX

Portanto,

d
—cosX =-sinX.
1704

Concluimos assim as derivadas de bolso para vocé levar para sua vida. Qualquer outra derivada
pode ser obtida partindo dessas mais simples, exceto quando € introduzida uma nova funcdo. Nesses
casos, porém, a defini¢do da derivada surge para lhe salvar! Mostrarei a seguir um exemplo de como
utilizar as regras de derivagdo para calcular a derivada de uma fun¢dao composta

Exemplo: Dada a fun¢do

X3sinX
) =X

Calcule %
Solucao:

)

Inicialmente, note que, definindo g(X) = X3sinX e h(X) = eX, temos que f(X) =% 8(() , logo, pela

regra do quociente:

h

df (08 -n(0)%
dx g*(X)

Temos, usando nossas derivadas de bolso:

dh d x
ax ax® ~°¢
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e, pela regra do produto:

d d d d
a8 _ —X3sinX = X3 ——sinX +sinX —X3 = X3 cos X +3X2sinX.
dX dX 17).4 17).4

Substituindo na expressao original:
df X3eXsinX -eX(X3cosX +3X2sinX) XeXsinX —eX(XcosX +3sinX)
ax X6cosX - X4cosX

Deixando ¢X em evidéncia:

XXsz —XcosX +3sinX X+3 1
1 =eX( ;- tanX - —=)
X*cosX X X
Com isso, concluimos a sec@o de cdlculo de derivadas! Agora, pare um pouco, feche os olhos...
Nao! Nao feche os olhos, como vocé vai ler de olhos fechados? Enfim... Tente se lembrar da pergunta
inicial que nos fez descobrir o conceito de derivadas... Se lembrou? A pergunta era: como calcular
a taxa de variagdo de uma funcdo em um ponto especifico, ou a reta tangente ao grafico da funcao
naquele ponto. Na subsecdo a seguir, voltaremos um pouco para essa pergunta, € provaremos alguns
fatos sobre o comportamento de uma funcao, baseando-se apenas em sua derivada.

3.4 Comportamentos de fun¢oes com derivadas

4 LX)

-7 Considere uma funcao arbitrdria, como a
da figura acima. Ao conectarmos dois pontos quaisquer desse grafico(reta vermelha tracejada), for-
mamos uma reta. o angulo 6 que essa reta faz com o eixo X pode ser calculado trivialmente pela
férmula: 6 = arctan(ﬁ—));), onde AY e AX sdo as diferencas na cordenada Y e na coordenada X dos
pontos, respectivamente. Ao calcularmos uma derivada, estamos fazendo a mesma conta, porém para
dois pontos tdo proximos que sdo essencialmente o mesmo ponto, fazendo com que a reta que os
conecta seja a reta tangente ao grafico naquele ponto especifico. Assim, podemos escrever:

a7 =tan6
dX

Isso nos traz implicacdes muito interessantes. Vou enumerar essas observacdes, deixando a prova
como exercicio para o leitor.

* Quando a derivada € positiva, a fun¢ado estd crescendo
* Quando a derivada € negativa, a funcdo estd decrescendo

* Quando a derivada € nula, a fungdo estd constante
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Provemos agora, baseando-se nessas observacdes, o seguinte fato:
Afirmacao:

Quando a derivada de uma fung¢ao € nula, estamos em um dentre 3 casos:
Caso 1:

A func@o estd em um mdaximo local

Caso 2:

A fung¢do estd em um minimo local

Caso 3:

A funcdo estd em um ponto de inflexao

Prova:

Temos 5 casos a considerar:

* Caso 1: a derivada € positiva quando diminuimos X e volta a ser positiva quando aumentamos
X:

Isso significa que a func¢ao estava crescendo antes de chegar ao ponto X, se torna horizontal no
momento que chega em X e volta a crescer quando passa de X, caracterizando um ponto de
inflexao.

* Caso 2: a derivada € negativa quando diminuimos X e volta a ser negativa quando aumentamos
X:

O mesmo raciocinio feito no caso anterior nos permite inferir que estamos em um ponto de
inflexdao novamente.

* Caso 3: a derivada é positiva quando diminuimos X e se torna negativa quando aumentamos X:

Isso quer dizer que a funcdo estava crescendo até chegar em X, para de crescer e se torna
constante quando chega em X, e comeca a diminuir apds passar por X, caracterizando um
ponto de Maximo local.

* Caso 4: a derivada é negativa quando diminuimos X e se torna positiva quando aumentamos X:

Isso quer dizer que a funcdo estava diminuindo até chegar em X, para de diminuir e se torna
constante quando chega em X, e comega a crescer apos passar por X, caracterizando um ponto
de Minimo local.

* Caso 5: A derivada € nula em ao menos uma das direcdes(aumentando ou diminuindo X)

Poderiamos dividir em mais 5 casos e considerar cada um deles, mas claramente ou a fungao
serd constante, ou estard em um minimo local, ou estard em um méximo local, ou em um ponto
de inflexdo no intervalo, sendo que qualquer ponto em um grafico de uma fun¢@o constante é
maximo local, minimo local e ponto de inflexdo, pois € igual aos seus pontos adjacentes.

Com isso, verificamos nossa afirmacao, e terminamos.
Finalizaremos agora com um teorema bem simples e ttil, o Teorema de Rolle
Teorema de Rolle
Seja f(X) uma fun¢@o que satisfaz as seguintes condi¢des:

* f(X) é continua em um intervalo [a,b];

* f(X) é diferencidvel em (a,b), isto &, sua derivada existe em todos os pontos desse intervalo;
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* fla)=f(b).
Entdo, existe pelo menos um ponto c € (a,b) tal que:
df
— =0.
dX
X=c
OBS: o simbolo significa "aplicado em", logo, % quer dizer "a derivada da funcdo,
. X=c X=c
aplicada no ponto X =c".

Prova:

Suponha, por absurdo, que o teorema estd incorreto, ou seja, ndo hd um ponto cuja derivada € zero
no intervalo. Note que a derivada possuird sinal constante, pois caso contrdrio em algum momento
sua derivada seria zero, pela continuidade da funcio e de sua derivada. Logo, temos dois casos a
considerar:

* Caso 1: A derivada é sempre positiva no intervalo.

Nesse caso, a fungdo estd sempre crescendo no intervalo, o que implica que f(b) > f(a), con-
trariando nossa hipétese inicial, um absurdo!

* Caso 2: A derivada € sempre negativa no intervalo.

Nesse caso, a fungdo esté sempre decrescendo no intervalo, e portanto temos que f(b) < f(a),
novamente contrariando nossa hipétese inicial, novamente um absurdo!

Dessa forma, chegamos em um absurdo em ambos os casos, provando o teorema, e encerrando
essa subsecao.

4 O fim do comeco(ou o comeco do fim?)

Para finalizar esse material, agora que lhe expliquei limites e derivadas e algumas de suas aplica-
¢oes, quero fechar esse ciclo ensinando um tltimo truque, truque esse que vai trivializar (quase)qualquer
questdo de limites que vocé encontrar. Esse truque se chama "Regra de L"Hdpital"

4.1 Regra de L’Hopital

Enunciado:
Sejam f(x) e g(x) funcdes derivdveis em um intervalo I contendo um ponto a (exceto possivel-
mente em a préprio). Suponha que:

1. )lcl_r)réf(x) = )lcl_r)%g(x) =0ou )lcl_r)%f(x) = }Cg%g(x) = 00 (caso de indeterminagio).

2. g'(x) # 0 em um intervalo adequado.

3. O limite )lclncll }gc ,,8 existe (ou tende a +00).

Entao, temos:

im &) iy L)
x>ag(x) xagl(x)

O mesmo vale para x — +o00.
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4.2 Prova da regra de L’Hopital

Para provar essa regra, precisamos antes provar outro teorema, o Teorema do Valor Médio de
Cauchy(TVMCO):

Sejam f(x) e g(x) fungdes continuas em um intervalo fechado [a,b] e diferencidveis(derivaveis)
no intervalo aberto (a,b), com % #0em (a,b). Entdo, existe um ponto c € (a,b) tal que:

af
f(b)_f(a) _ dx x=c
g(b)-g(a) de|

4.3 Provado TVMC

Passo 1: Definir uma funcao auxiliar Definimos a fung¢do:

H(x) = f(x) - Ag(x),

onde A é uma constante a ser determinada.

Passo 2: Aplicar o Teorema de Rolle Queremos que H(x) satisfaca as hipoteses do Teorema de
Rolle. Para isso, escolhemos A de modo que:
H(a)=H(b).

Ou seja:

f(a)-2g(a) = f(b)-Ag(b).

Resolvendo para A:

I f(a)
g(h)-g(a)
Agora, temos H(a) = H(b), entdo pelo Teorema de Rolle, existe um c € (a,b) tal que:

dH

—1 =0.
dx

X=C

Derivando H (x):

dH _df ,dg
dx dx dx’

Logo, d—lj| =0 implica:
X=C

af

dg
A=
dx

=0.
x=c dx

X=C

Substituindo A:

af
dx

_f(b)-f(a) dg
v~ g(b)~g(a) dx

X=C

Rearranjando:
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f(b)-fla) @
s(b)-gla) s

Isso prova o Teorema do Valor Médio de Cauchy.
Agora, podemos provar a regra de L”Hopital!

Passo 1: Definir a razio entre as funcoes Queremos avaliar:

lim @
x=a g(x)

Se f(a) = g(a) =0, podemos reescrever:

- £G) _F0) =1 (@)
g(x)  g(x)-g(a)
Aplicamos o Teorema do Valor Médio de Cauchy a f(x) e g(x), garantindo que existe um c €
(a,x) tal que:

af
f(x)_f(a) _ dx x=c
g(x)-gla) de
dx X=C
df
Fazendo x — a, entdo ¢ — a, e se o limite 21_1)1; % existe, temos:
dx =
af
lim Fx) =lim Dlree

x—a g(x) c—a dg
X

X=C

Se f(X),g(X) — +oo basta realizar uma mudanga de varidveis, voltando para o caso 8 e repetir

0 argumento acima.

Isso prova a Lei de L’Hopital!

Com isso, encerro este material, que usou limites para criar as derivadas, e as derivadas para
ajudar a resolver os limites. Espero que tenha gostado, e até mais!
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