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1 Introducao

Os polindmios sdo expressoes algébricas formadas por termos com coeficientes e variaveis ele-
vadas a expoentes naturais. Eles sdo essenciais em vdrias dreas da matemadtica e suas propriedades
permitem resolver equacdes e modelar fendmenos. Neste trabalho, exploraremos suas operacdes,
fatoragdo e aplicagdes.

2 Analizar valores

Comecemos, entdo, pelo mais simples: analisar valores. As questdes desse tipo envolvem, com
frequéncia, uma das duas situagdes a seguir:

1. encontrar um exemplo de polinomio que satisfaca uma propriedade es pecifica definida no
enunciado;

2. provar que o polinomio ndo existe.

Analisemos, em detalhes, cada um dos casos citados.

2.1 Exemplo:

(IMO/SL - 2005) Sejam a, b, c,d, e, f nimeros inteiros positivos. Sabendo S=a+b+c+d+e+ f
divide tanto (abc +def) como (ab+bc+ca—-de—-ef - fd) prove que S é composto.
Solucao Consideremos o polindmio:

P(x)=(x+a)-(x+b)-(x+c)-(x=d)-(x-e)-(x=f)

= Sx> +Qx+R
sendo Q = (ab+bc+ca-de—-ef - fd) e R=abc+def. Dai, temos que:

S|Q, R=S|P(x), VxeZ

=S| P(d)=(d+a)-(d+D)-(d+c)

Por outro lado, como a, b, c,d sdo inteiros positivos, temos que:

S>max{d+a,d+b,d+c} =Std+a, Std+b, Std+c

Portanto, S é composto, pois, caso contrdrio, pelo fato de S| P(d), entdo ele dividiria pelo menos
um elemento do conjunto {d +a,d +b,d +c}.

Notemos que, a partir de uma andlise curta e descuidada do enunciado da questdo anterior, ela
ndo parece ser uma questdo de polindmio. Dai, ressaltamos que essa velha questio cldssica de que
somente o treino exaustivo de questdes pode levar um aluno a ser mais experiente nas questdes de
olimpiada de matematica.

Para ndo ficarmos induzidos a sempre pensar que toda questao de polindmio comega sempre com
a tomada de um polindmio "esperto"”, estudemos a subsecdo a seguir.
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Provar que o polinomio nao existe

Vietna/2017. Existe algum polindmio P(x) com coeficientes inteiros que satisfaz:
P(1+/2)=1+2
P(1+/5)=2+3V/5

Soluc¢iio Suponha que existe tal polindmio. Considere a substituicdo Q(x) = P(1+x) - 1. Dai,
temos que Q(x) é um polindmio com coeficientes inteiros tal que:

0(v2)=V2
0(V5)=1+3V5

Do primeiro resultado, temos que /2 é raiz de Q(x) —x. Como o polindmio minimal de V2 é
x3 -2, entdo temos que x3 -2 | Q(x) —x. Em outras palavras, podemos afirmar que existe um polindmio
R(x) com coeficientes inteiros tal que:

Q(x) ~x=(x’-2)-R(x)

Como R(x) tem coeficientes inteiros, entio temos que existem a,b inteiros tais que R(v/5) =
a+b\/5. Dai, substituindo x = /5 em todas as equagdes ja destacadas até aqui, podemos concluir
que:

Q(ﬁ)—ﬁ=[(ﬁ)3—z].(a+w§)
1+3V5-V5=(5V5-2)-(a+bV5)

1+2v/5 = (25b-2a) + (Sa-2b)\/5

Dai, temos que:

(25b-24)-1.5

(5a-2b)-2=121b=9=>b¢7

Concluindo, portanto, um absurdo!

Notemos que, na solu¢do anterior, foram importantes conceitos como manipulacdo algébrica
(substitui¢io de polindmios) e polindmio minimal. Aproveitemos, entdo, para ressaltar a importincia
do conhecimento tedrico de polindmios para a melhor compreensdo dos assuntos desse material.

3 Analisar alguma propriedade polinomial

Em algumas questdes de polinomios com TN, ndo estamos interessados em analisar os valo-
res em busca de provar a existéncia ou ndo de um polinomio, mas de analisar outras propriedades
relacionadas a polinomios como, por exemplo, as raizes.
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3.1 Exemplos:

(Belarus/2017) Seja a,---ajaqg a representagio decimal de 65% para algum k > 2. Prove que o
polindmio a,x" +---+ajx + ap nao possui raizes racionais.

Solu¢ao Suponha que hd raiz. Como todos os a;’s s@o ndo negativos, entdo, se hd raiz, ela é
negativa. Dai, seja § uma de tais raizes com p,q inteiros ndo negativos e ged(p,q) = 1. Dai, temos
que:

P(x) =an(_§)”+_.-+a1 (_g)mozo

Pelo algoritmo de divisdo de polindmios, existem b;’s racionais (0 <i<n-1) tais que:

P(x)=apx"+---+ajx+ap=(gx+p)- (bn_lx”_1 +--+bix+by) (1)
sendo
ap = p-bo
an=q-by-1 )

Provemos que os b;’s sdo inteiros. Para isso, da recorréncia anterior, podemos concluir que:

1 q q : q' )
- — 4 '?-Fdi_Z';—"‘+(—1)Z‘CIO'F, VOSZSn—l

Portanto, podemos concluir que:

bieZ<p™a-p—ai_-p g+ +(-1)-ay-¢

Sendo tal fato verdadeiro a partir de (5.2) — ¢g".
Agora, calculemos alguns a;’s e b;’s pequenos. De 65 = a,, ...ajag, temos que:

=5] [ar=2

2, sek=2
ar =
6, sek>3

Fazendo x = 10 em (5.3), temos que:

P(10) = 655 = (10g+p)-[100-Q(10) + 10b; + by ] 3)

sendo Q(x) = b1 -X" 3 +---+b3-x% + by um polindmio com coeficientes inteiros.
Sao fatos conhecidos relacionados as raizes dos polindmios:

plag=p|5=p=1loup=5
q|aneay,édigito=¢g<a,<9
Dai, finalmente, temos dois casos para concluir a questao:

Caso1: Sep=1:
De (5.5), temos que (10g+1) | 65*.
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Por outro lado, 1 <¢<9. Dai, olhando todos os (10g+1)’s, vemos que esse caso ndo gera solucéo.

Caso 2: Se p =5 De (5.5), temos que (10g+35) | 65K

Por outro lado, 1 < ¢ <9. Dai, olhando todos os (10g+5)’s, vemos que esse caso ainda poderia
gerar duas solugdes: g =2 ou g = 6. Analisemos cada um desses casos:

Caso 2.1: Se g =2 De (5.4), temos que:

ag=p-by (com (ap,p)=(5,5)) bo=1
alzp'bl—i_Q'bO (COm (a17p7Q):(27572)) bl:()

aZ:P‘bZJFCI'bl (Com (027P7Q7b1):(2757270))
225'b2+0:>b2¢Z

Caso 2.2: Se g =6 De (5.4), temos que:

ap=p-by (com (ao,p)=(5,5)) bo=1
ay=p-bi+q-by (com (ar,p,q)=(2,5,6))
2:5'b1+6:>b1 §§Z
Concluindo, assim, o absurdo.
Nem sempre as questdes de polindmios com teoria dos nimeros exigem tantos conhecimentos
técnicos de polindOmios. As vezes, € necessdrio o contrdrio: muito conhecimento de teoria dos nu-

meros e pouco de polindmios. Para entender melhor quando pode ocorrer esse segundo caso, iremos
para a proxima subsecao.

4 Analisar alguma propriedade de TN

Em outras questdes, apesar de envolverem polindmios, o objetivo € estudar alguma propriedade
relacionada a TN.

4.1 Exemplos

(Bulgaria/2018) Dado um polindémio P(x) = agx? +---+arx? + ay com coeficientes inteiros posi-

tivos e grau d > 2, considere a sequéncia:
b] =aqp
bl’H—l :P(bn), Vn 2 1

Prove que Vn > 2 existe um ndmero primo p tal que p divide b, e ndo divide by,...,b,_.

Solucao Suponha que ndo existe tal primo. Dai, temos que existe n > 2 tal que para todo fator
primo p | b, implica que p | b; para algum 1 < j < (n—1). Tome p um fator primo de b, e seja b, = p"-/,
com ged(p, /) = 1. Dai, temos que:

bn+1 :P(bn)
=aq-(p' -0+ +ay-(p'-€)* +ag

=ap = bl (mod pr+1)

Analogamente, por indugdo, podemos concluir que:

bysivt = P(bnsi) = P(bi) =bir1  (mod p™*)
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e, portanto, por inducao, segue que:

by=by=-=by=... (modp

Sendo v,(b,) = r, conclui-se que:

r+1)

r=vp(bn) =vp(ban) =-=vp(bpy) = ...
Seja j tal que p | b; para algum 1< j < (n-1). Analogamente, temos que:
vp(bj) =vp(boj) =+ =vp(byj) = ...

E consequentemente, podemos concluir que:

r=vy(bp) =vy(bjn) =vp(bj) =

Vp(bj) =r

Portanto, para todo fator primo p de b,, temos que existe um j, com 1< j< (n-1), tal que

vp(by) =v,(bj). Dai, temos que:

bu| by -baby_1 = | by <by-by-+-byi |

Por outro lado, temos que:

bu=P(by_1)>b> | = b1 <\/by

De forma anéloga, por indu¢@o, podemos concluir que:

4
byic <\ bue1 </ byjra <
Dai, fazendo um produto telescopico, temos que:
Zn;l 1
0<by-by-by i <b, " *

Fato esse que € absurdo com (5.6).

1
2k
< b

<b,

Notemos que a questdo anterior era basicamente uma questao de sequéncias com 7'N que envolvia
quase nenhum conhecimento de polindmio. Por causa disso, algumas questdes que aparentemente
envolvem sequéncias e TN, sem parecerem envolverem polindmios, aparecerdo na lista de exercicios
extras. Ha inclusive algumas que resolvem de forma semelhante a resolvida aqui. 1’laq33we

5 Problemas

Problema 1. (Canadd/2013) Determine todos os polindmios P(x) com coeficientes reais tais

que:

(x+1)P(x-1)-(x-1)P(x)

seja um polindmio constante.

Problema 2. (Lusofonia/2016) Suponha que um numero real o € raiz de um polindmio com

coeficientes inteiros P(x) = a,x"* +---+ayx + ap. Defina:

G = |ap| +|an-1|+-+-+|a1| +

|ao|-
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Dizemos que G é um gingado de . Qual é o quarto maior nimero real ¢ tal que 3 é um gingado de
o?

Problema 3. (Riissia/2006) Considere um trindmio quadratico da forma f(x) = x2+ax+b. Sabe-
se que a equacdo f(f(x)) =0 possui quatro solucdes reais diferentes e que a soma de duas delas é
igual a —1. Prove que b < }1.

Problema 4. (Hong Kong/TST - 2018) Encontre todos os polindmios P com coeficientes inteiros
ndo negativos tais que P(1) =7P(2) =2017.

Problema 5. (Grécia/2017) Seja u a raiz positiva da equagdo x2 +x—-4 = 0. Sendo n um inteiro
positivo, sabe-se que o polindmio:

P(x) = apx" + ap_1 X"+ +a
tem coeficientes inteiros ndo negativos e P(u) =2017.
(a) Prove que agp+aj+---+a, =1 (mod 2).
(b) Encontre o valor minimo possivel da expressao ag +aj +--- +ay.

Problema 6. (Polonia/2016) Seja p um nimero primo. Encontre todos os nimeros nao negativos
n para os quais o polindmio:
P(x)=x*-2(n+p)x*+(n-p)?

pode ser reescrito como produto de dois polindmios quadraticos P; e P, sendo ambos polindmios
com coeficientes inteiros.

Problema 7. (Belarus/2019) Encontre todos os polindmios P(x) e Q(x) com coeficientes reais
tais que:

P(Q(x)) = P(x)-Q(x)*.

Problema 8. (Vietnd/2019) Tome o polindmio f(x) = x> - ox+ 1, com a € R.

(a) Parao = —V215 escreva f(x) como quociente de dois polindmios com coeficientes nao negativos.

(b) Determine todos os valores de o para os quais f(x) pode ser escrito como quociente de dois
polindmios com coeficientes nao negativos.
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