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Tabela de constantes

Constante Valor

Velocidade da Luz (c) 299.792.458 m/s
Constante de Planck (h) 6,63 x 10734 J - s
Constante Gravitacional (G) 6,67 x 107" m3kg 52
Carga do Elétron (e) 1,60 x 10719C
Constante de Boltzmann (k) 1,38 x 1073 J/K
Numero de Avogadro (N4) 6,02 x 102 mol "

Raio da Terra(Rg) 6,378 x 10°m

Massa da terra(Mg) 5,97 x 104 kg
Constante dielétrica no vacuo(eg) 8,85 x10712 C2N~'m™!

Constante de Stefan-Boltzmann (o) 5,67 x 1078 W/m” K*

Importante! Cada erro algébrico acarretard em uma penalizacao de -0,3pt. Além disso, a
correcao deverd ser feita a risca de acordo com o esquema de pontuacao.
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Questao 1. Onde esta a lente?]

Solugao item A.1

A principal caracteristica do vértice da lente é: o raio que passa por ele nao sofre desvios.
Ou seja, sendo o vértice da lente V', dado um ponto P e sua imagem P’ é fato que P, P’ e

V' sao colineares. Veja a imagem:

Note que D ¢é a imagem de B e C' é a imagem de A. Dessa forma, o vértices da lente é o

ponto de intersecao da reta que passa por B e D e da reta que passa por A e C.

A reta 1 é:

Enquanto a reta 2 é:

y=x

(2)

O ponto de encontro delas ocorre em x = y = 0 e portanto essas sao as coordenadas do

vértice:

Esquema de pontuacao:

e 1.0 ponto pela condi¢ao do vértice estar alinhado com imagem e objeto.

V = (0,0)

e 0,5 pontos por mostrar que estd na origem.

(3)

L Autoria de Jodao Victor Evers C.
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Solugao A.2
Existe pelo menos dois argumentos para mostrar isso:

- Argumento 1: o posicionamento de objeto, imagem e lente sugere que a imagem seja
virtual, j& que é formada pelo prologamento do raio que passa pelo vértice;

- Argumento 2: a imagem ¢é direita e é fato que toda imagem direita é virtual.
Esquema de pontuacao:

e Qualquer argumento coerente que chegue a resposta imagem virtual ganhard pon-
tuacao completa (0,5pt).

Solucao B.1

O angulo a + 8 é a soma dos angulos 7; da reta AC com a horinzontal e v, da reta BD
com a horizontal.

Pelas equagoes de reta (1) e (2), encontramos:

1
tany; =1 e tanvy, = 3 (4)

Portanto:

1
a+ [ = 45° 4 arctan (5) (5)

’a+ﬁ%71,56°

Esquema de pontuacao:

e Qualquer método correto que chegue a a4+ 8 ~ 71,56° ganhara pontuacao completa
(0,5pt).
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Solugao B.2

Veja a figura abaixo representando a situacao:

| i ! [ ’

Os pontos B’ e D’ sao as projecoes de B e D sobre o eixo 6ptico, respectivamente. As

distancia dg e dp sao VB e VD', respectivamente.

Olhe para os triangulos VD'D e VB'B, que sao retangulos em B’ e D’.

definicao de cosseno encontramos:

VB =dgcosae VD =dpcosa

Analogamente para A e C":

VA =dycosBeVC =dgcosf

Para p4, pp temos dois objetos e portanto essas quantidades sao positivas:

pa=dacosf e pgp=dpgcosa

Porém pi, e p/, s@o negativos, ja que C' e D sao imagens virtuais. Veja:

po = —dpcosf e p = —dc cos

Esquema de pontuacao:
e (0,3pt por cada mddulo correto;

e 0,4pt por cada sinal de menos em pj e p/,.

Utilizando a

(7)

(10)

Solucao B.3

Devemos aplicar diretamente a equagao dos pontos conjugados de Gauss, veja:
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1 1

L = + (11)
' pa e
1 1 1
= 12
f PB P’D ( )

O que devemos fazer é igualar os lados direitos das equagoes (11) e (12), resultando em:

1 1 1 1
— = — (13)
pPa Pc PB Pp

E substituindo os resultados do item B.2 obtemos:

1 1 1) 1 11 (14)
cosa \dg dp) cosf \ds do
Chegando ao seguinte resultado final:
dpd dy—d
cos f3 _ BAD A c (15)
COS (v dadc dp —dp

Numericamente temos que dy = 5v/2 uc, de = 3v/2 uc, dg = 2v/5 e dp = /5. Portanto:

cos 3 8
=4/— 0,42 16
cos av 45 ’ (16)

Esquema de pontuacao:
e 0,9pt pela equacao dos pontos conjugados de Gauss;
e 0,3pt pelos valores numeéricos de dy, do, dp e dp;

e 0,3pt pela resposta final correta.

Solucao B.4

Sejald =a+Lek =,/ 4%, entao podemos utilizar a equacdo (16) para encontrar os valores

desses angulos, veja:

cos f3

cos (0 — jB)

Dali, podemos isolar cosseno de um lado e seno do outro, obtendo:

=k = cosf = k(cosfcos 5 + sinfsin f) (17)
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1—kcosf

t —
an ksin @

(18)
E portanto:

- 19

Esquema de pontuacao:
e 1Ipt por qualquer método que potencialmente leve a resultados corretos;

e (0,5pt pelos resultados corretos.

Solucao C.1

Nos precisamos usar um raio notavel bem conhecido para isso: incide paralelo e sai pelo
foco.

1
/

I/'plano da lente

Desenhamos o eixo éptico com a inclinac¢do correta (de acordo com o item B.4). Os raios
laranjas sdo os que incidem paralelos ao eixo éptico. Os vemelhos (raios refratados) pre-

cisam ter um prolongamento que passa por cima da imagem e do foco, representado na
figura pelo ponto F' (sobre o eixo éptico).

Esquema de pontuacao:
e 0,5pt pelo eixo éptico com a inclinagao correta;

e 1pt pelo uso do raio notéavel ou método equivalente.

Solucao C.2

Como dito no enunciado, é permitido usar régua para fazer a estimativa. O valor encontrado
utilizando o (GeoGebral foi:



https://www.geogebra.org/calculator/swkes9ks
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|F| =~ 4,42 uc (20)

E possivel também levar em conta o sinal do foco e escrever a resposta F' = —|F|.
Esquema de pontuacao:

e 1pt para todos os valores |F| € [3,98; 4, 86].
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Questao 2. O sol de Fortaleza?

Solugao A.1

Devemos olhar para um anel de espessura muito pequena dx, assim como indica a figura:

A 4rea desse anel é:

dA = 2nrdx (21)

Do enunciado, sabemos que a intensidade é I = aAT(z) = «o(T(z) — 1), portanto a
poténcia dP = IdA é:

dP = 2ra (T(x) — Ty) rdx (22)

Esquema de pontuacao:
e 1pt por dividir a moeda em diversos anéis de espessura infinitesimal;
e 0,5pt pelo resultado correto.

Importante! Nao levaremos em conta o sinal da poténcia perdida, visto que o que importa
¢ a abordagem de cada estudante que, daqui em diante, deverd se manter coerente.

Solucao A.2

No estado de equilibrio um desses anéis nao recebem nem cedem nenhum calor, entao
podemos equacionar para o fluxo energético (note que nossa abordagem prediz que dP > 0,
portanto estamos sempre olhando para o médulo):

P(x) = dP + P(x + dx) (23)

Usamos a defini¢ao de diferencial ®(x + dx) — ®(x) = d®(x), obtemos:

dd(z) = —dP = d®(x) = —2na (T(x) — Tp) rdx (24)
Que leva a:
dd
— = 2marAT 25
T Tar (25)

2 Autoria de Jodo Victor Evers C.
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Esquema de pontuacao:
e (,5pt pela coeréncia com os sinais;
e 1Ipt pela conservagao da energia;

e 0,5pt pela resposta em modulo correta.

Solucao A.3

Usando a equagao (1) da prova, podemos equacionar:

d*T
—K7T7”2F = —27TC¥7”AT (26)
X

E, usando a propriedade de diferenciais citada:

AT 2«
—— = —AT 27
dx? Kr (27)
Que leva ao seguinte resultado:
2a
=4/ —= 28
B Kr (28)

Esquema de pontuacao:
e 1pt pelo desenvolvimento;

e (,5pt pela resposta final.

Solucao A.4

Nos precisamos simplesmente derivar a solugao fornecida pelo enunciado:

dAT

— =0 (—Ae 7" + Be™™) (29)

Esquema de pontuacao:

e 1pt pela resposta correta.

Solugao A.5

Podemos aproximar a expressao (29) bem como a solu¢ao dada no enunciado. E muito

importante primeiro derivar e depois aproximar, ja que o procedimento contrario ignoraria

termos de segunda ordem no AT, sendo que esses termos seriam relevantes em ddA—xT. Veja:
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AT(z) ~ A" — B'Bz (30)
dAT ,,
L~ (94— B (31)

Esquema de pontuacao:
e 0,5pt por nao ignorar os termos de segunda ordem para AT(x) na sua derivada;

e 0,5pt por cada expressao final correta.

Solucao A.6

O ponto mais importante desse item é entender quais condicoes de contorno se aplicam
nessa situacdo. J& que precisamos de duas constantes A’ e B’ devemos encontrar duas
condigoes.

e O fluxo de calor por drea perpendicular a area de secao da moeda em x = 0 é igual
a E — aAT(0), j4 que pela a face de cima da moeda "escapa’uma poténcia igual a
aAT(0) x 7r?. Portanto:

E—aA =KBB = E=aA + KBB' (32)

e Devido a alta condutividade térmica do solo, a temperatura da face de baixo da
moeda é T, e entdao AT (t) = AT. Portanto:

AT, = A — BBt (33)

Esse par de equacoes resulta no seguinte sistema:

E=aA"+ KB (34)
AT, = A — B'pt (35)
Que finalmente resulta em:
E=(a+Kp)A+ (a—Kp)B (36)
AT, =(1-pt)A+(1+pt)B (37)

No enunciado nao é pedido que se resolva, portanto quem encontrar expressoes para A e
B ira ganhar a mesma quantidade de pontos de quem chegou até as equagoes (34) e (35).
Apenas por uma questao de completude as expressoes para A e B sao:
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Q2-4

= E(1+pt)— AT, (o — Kf)
N at + K

AT.(a+ Kp) — E (1 — jt)
B (at + K)

B =

Esquema de pontuacao:
e 1,2pt pela primeira condigao de contorno (fluxo em z = 0);
e 0,8pt pela segunda condigao de contorno (AT em x = t);

e 0,2pt pelas duas equagoes corretas.
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Questao 3. Tédio na aula do Gurja

Solugao A.1

Primeiramente precisamos analisar a velocidade em dois pontos arbitrarios do lapis. Como
por definicao o C.I.R é tnico, qualquer que seja o par de velocidades que escolhermos nos
levara a ele. Sendo assim, a melhor decisao é escolher o centro de massa do lapis e a ponta
dele. Os motivos sao simples:

e Como o centro de massa fica na mesma abicssa, sua velocidade é sempre vertical.

_ dp,

Fy
dt

= p, = cte; =0 = xopy = cteg (40)

e Como a ponta do lapis estd em contato com o chao, ela s6 pode se mover em x,
portanto, sua velocidade é completamente horizontal.

Dito isso, podemos encontrar o C.I.LR simplesmente prologando as perpendiculares das
velocidades do CM e da ponta do lapis Como na figura a seguir:

Portanto:

(41)

Esquema de Pontuacgao:

e 1.2pt por qualquer método coerente que chegue ao resultado correto.

Solucao A.2

Aqui, utilizaremos a definicao do centro instantaneo de rotacao. Como dito, é valido que
para qualquer ponto do corpo, v = wr. Isto é:

VoM = (é Cos 9) 0 (42)

Solugao alternativa:

3Adaptada de Introduction to Classical Mechanics (David Morin), problema 8.56 por Jodo Victor Evers
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dy d [ l .
V(M) il <2 sin 9) = (VoM 5 cos 60 (43)

Esquema de pontuacao:

e 1.2pt por qualquer método que chegue na resposta correta.

Solugao A.3

Para encontrarmos a aceleragao do centro de massa, basta derivar a velocidade, veja:

- dUCM . d l . o [ .. . "9
acy =~ — = (2 coS 96) = lacym = 5 (cos 00 — sin 06 > (44)

Esquema de pontuacao:

e 1Ipt por qualquer método que chegue na resposta correta.

Solucao B.1

Aqui, utilizaremos o fato de que a energia cinética depende de duas contribuigoes de energia:
translacional e rotacional, assim:

K = %mvéM + %]CMwQ (45)
Com o item A.2 e usando w = 6, obtemos:
K = %m (é cos 99) 2 + % (1—12le> 0? (46)
Simplificando:
K = 2—Zm1292 (1+3cos6?) (47)

Esquema de pontuacao:
e (,8pt por incluir as duas contribuigoes da energia;

e 0,4pt pelo resultado final.

Solucao B.2

Aqui, compararemos o momento em que o angulo que o lapis faz com a horizontal é 6 e o

momento incial, onde a altura do centro de massa é %

l

Lo 2 Lo
ﬂml 0 (1 + 3cosf ) +mg§ sinf) = mgs (48)
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Portanto:
: 12g (1 —sin®)
0= 4
\/ [ (14 3cos6?) (49)
Esquema de pontuacao:
e (,8pt pela energia potencial correta;
e 0,4pt pela resposta final correta.
Solugao B.3
A regra da cadeia para 6% temos o seguinte:
d (. . df
il — 20—
do (6 ) edﬁ (50)
Mas note o seguinte:
. db 0 1
== — _ = — 1
f dt dg  dt (51)
Portanto, substituindo (49) em (48):
d [ dé . 1d /s
@ (#) =2 = |i=55 (%) (52)

Esquema de pontuacao:

e 1pt por qualquer método coerente que leve ao resultado correto.

Solucao B.4

Precisamos montar a Segunda Lei de Newton para rotacao do lapis usando o centro de

massa como referencial:

) 1 ..
T=Ilao — —N§COS«9: EmZQQ

(53)

Note que o sinal de menos aparece ja que o torque da normal visa diminuir o angulo . O

que resulta em:

. milé
6 cos 0

Esquema de pontuacao:

(54)
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e Ipt por 7 = la;
e 0,7pt pela resposta correta em modulo;

e (0,3pt pelo sinal correto.

Solucgao C.1

Aqui, para avaliarmos se a perca de contato é possivel ou nao, precisamos encontrar um
0 € R para qual:
N(@@) =0 (55)

A partir da equacao 52 vemos que:

1+ 3(1 —sin6)?
(14 3cos6?)?

1
=0= (1—sm@)2=—g (56)

N@)=0=

O que é absurdo pois como sin @ tem imagem em R, (1 —sin#)? > 0. Sendo assim, nao
existe perda de contato do lapis com o chao em nenhum momento até o fim de sua
queda.

Esquema de pontuacao:

e 1.2pt pelos argumentos coerentes para mostrar que o lapis nao perde o contato.




