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1 Introducao

O objetivo deste material € introduzir as recorréncias na parte da dlgebra. Para isso, € recomen-
davel que o leitor j saiba o bésico sobre sequéncias, cujo material ja estdi no AMPS:
Sequéncias/Ampulheta do Saber

Vamos comecar introduzindo as recorréncias lineares de primeira e segunda ordem nas primeiras
secoes do material e além disso ver algumas questdes importantes.

2 Progressoes aritméticas e geométricas

Comecaremos falando sobre as progressdes aritméticas e geométrica, também conhecidas como
recorréncias de primeira ordem.

2.1 Progressoes aritméticas (PA’s)

As progressoes aritméticas, também conhecidas como PA’s, sdo sequéncias onde cada termo é
acrescido uma certa constante em relagdo ao anterior, isso €, a, = a,_1 +¢, para ¢ € R. Veja que, ao
falar de somas telescopicas, acabamos trabalhando com PA’s.

Assim, para resolver essa PA, se o primeiro termo da sequéncia aj = ¢, para ¢ € R, temos que
a, —a,-1 = ¢, e fazendo uma soma telescopica, temos que a, —a; = (n—1)c, fazendo com que a, =
ay+c(n-1), V n indice da sequéncia.

Problema 1. Determine o n-ésimo termo da sequéncia a, = a,_, +7 de indices positivos, sabendo
quea;=2eap=06.

Solucdo. Perceba que podemos separar entre indices pares e impares, pois nenhum par tem
relacdes com os impares, dado que n e n—2 tem mesma paridade. O mesmo argumento pode ser
usado para impares. Assim, defina sequéncias auxiliares {b;} e {c;}, onde b; = ay;_| e ¢; = ay;. Dessa
forma, temos que b; =b;_1+7 e c;=cj_1 +7,onde by =2 e c¢; =6. Como nossas sequéncias sao PA’s,
basta usar a férmula que provamos:

e by=bi+c(n-1)=2+7(n-1);

e c,=ci+c(n-1)=6+7(n-1).

Com isso, temos que, se n =2k — 1, 0 n-ésino termo € ay,_| = by =2+7(k—1), e para n =2k, o
n-ésimo termo é ay; = ¢ =6+7(k—1).

Problema 2. Determine 1 +2+... +n.

Essa € a famosa soma de Gauss. Veja que estamos somando termos que fazem parte da PA
an =ay-1+1, com a; = 1. Vamos determinar algo mais forte, dado uma PA, qual a soma dos seus n’s
primeiros termos? Seja {a, } uma sequéncia com a, = a,,1 +¢. Queremos determinar a| +a +... +ay.
Digamos que a; +ap+...+a, =S. Vejaque aj+a,_j+1 =ay+c(i-1)+ay;+c(n—-i)=2a;+c(n-1),
que ndo depende de i. Assim, se somarmos S duas vezes e parearmos 0S @;’s com d,_;.1’S, temos

que 28 =(ay +ay) +(ax+ap—1) +...+ (ap+ay) =n[2a; +c(n—1)], fazendo com que S = w

“De - . . =
a-n+ "("2 )C, sendo entdo essa a soma dos n primeiros termos de uma PA. Agora para a questdo,
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n(n;l)c —n+ n(nz—l) _ n(n2+1)

bastaverquec=1ea;=1,entdiose T =1+2+...+n, T =a;-n+

Problema 3. Mostre que v/2, v/3 e /5 ndo podem ser termos de uma mesma PA.

Soluciio. Suponha que ambos fazem parte de uma mesma PA de razdo r. Temos que \/2 +rc| =
V3e 3+ rep = V5, por defini¢do, onde ¢y, ¢, € Z7 . Isolando o r, ficamos com r = ‘/_ \/_ er= \/_ \/_

f‘/_ \/_f ,\\é__g L com cy,cp € 2%

Logo, para chegar em absurdo, precisamos provar que V3- f

V5-V3
Suponha que § § é racional, isso &, § § ,com p,q€Zemdc(p,q) = 1. Racionalizando,

temos que (v3- f)(\/'+\/') £ entdo queremos mostrar que (V3-V2 )(\/5 +V3)=3+/15-/10-

V6 ==L queé analogo a provar que V15 -/10-v6 = 22 -3, isso é, v/15-+/10-+/6 é racional.

Sendo jeQ tal que V15-10-V6 =, temos que j2= 15 + 10+6+2(2\/ 5-5v/6-3v/10), entio

2

4 531 22/15-5V6-3v/10 VeJa que 2j - = 3\/6 +/10, que € racional, por suposicdo. Sendo
2

keQtal que k= 3V6+/10= \/5(3\/§+ \/_) entao =32+6y/15, mas /15 = %32, que € racional,

por suposicao, chegando em absurdo. Logo, conclulmos que /2, /3 e /5 ndo fazem parte de uma
mesma PA.

onde igualando chegamos em , 180 €

é irracional.

2.2 Progressoes geométricas (PG’s)

As progressdes geométricas, também conhecidas como PG’s, sdo sequéncias onde cada termo é
produtado uma certa constante em rela¢io ao anterior, isso é, a, = c-a,-1, para c € R.

Assim, veja que ja vimos a ideia de como resolver uma PG, basta fazer um produto telescopico
em "f = ¢, que faz com que a,, = ¢* ! -ay, V n indice da sequéncia.

Problema 1. (OMCPLP/2024) Determine as progressdes geométricas tais que o produto dos trés
primeiros termos € 64 e a soma € 14.

Solucido. Temos que a; +a; +asz = 14 e ajaas = 64, pelo enunciado. Como a sequéncia € uma
PG, entdo ay = c-aj e a3 = c-ay, logo, aj +c-ay +c?-ay = 14 e a3 - ¢ = 64. Por a3 - ¢ = 64, temos que
aj -c =4, que substituindo na soma fica a; +c-aj +c%-ay = a; +4+4ay = 5a; +4 = 14, concluindo entio
que a; = 2, e consequentemente que ¢ = 2. Assim, as PG’s que satisfazem sdo aquelas com a; =2 e
a, =c"1.a; =2", V n inteiro positivo.

Problema 2. Determine a soma dos n’s primeiros termos de uma PG.

Solucgdo. Defina a sequéncia {a, },>; uma PG. Queremos determinar a; +ay + ... +a, = S. Multi-
plicando pela razao da PG, temos que aj-c+...+a,-c=S-c, que por defini¢do € a +... +a,.1 =S-c.
Assim, subtraindo nossa igualdade original da que temos agora, concluimos que S(c¢—1) =a,1 —a; =

n
. ~1
aj-c*—ay=aj(c"-1),iss0é, S = —a‘(cil ).
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Problema 3. Se (a,b,c) formam uma PA e uma PG, nessa ordem, prove que a =b =c.

Soluc¢ao. Observe que, sendo r a razao da PA e ¢ arazdo da PG, temos que b=a+re c=a+2r.

2
Também, b=a-q e c =a-q>, fazendo com que a+r=a-qe a+2r=a-q*. Logo, a-g-a=r="5",
entdo 2a-q-2a =a-q*—a, que implica que 2-g—2 = g% — 1, dividindo por a. Assim, temos que

0=¢*-2-q+1=(g-1)% ouseja, g=1, que fazcomque b=a-g=aec=a-g*=a.

3 Recorréncias de segunda ordem

Ao trabalhar com as progressdes, veja que tinhamos um termo da sequéncia em funcio de um
termo anterior. Para as recorréncias de segunda ordem, iremos trabalhar com um termo da sequéncia
em funcao de outros dois termos anteriores. Vamos comegar com um exemplo conhecido:

Problema 1. Em uma terra de pinguins imortais, cada um deles conseguem se reproduzir sozi-
nhos depois de adultos. Comecando com um pinguim adulto na terra, ele se reproduz e nasce um
pinguim filhote. Apds um ano, esse pinguim cresce, ficando dois adultos, porém o primeiro pinguim
se reproduz novamente, ficando dois adultos e um filhote. No préximo ano, o filhote cresce, mas
os dois adultos se reproduzem, ficando assim trés adultos e dois filhotes. Esse processo € repetido
infinitamente na terra dos pinguins. Determine quantos pinguins estao na terra no n-ésimo ano.

Solucdo. Vamos transformar o problema em uma linguagem matemadtica. Defina como {a,} a
sequéncia de pinguins filhotes no n-ésimo ano e {b,} a de pinguins adultos no n-ésimo ano. Que-
remos determinar {a, +b,} = {c,}. Veja que a, = b,_1, pois a quantidade de filhotes é a quantidade
de adultos no ano passado. Também, b, = b,_| +a,_1, pois apés um ano todos 0s pinguins nas-
cidos j4 serdo adultos. Assim, temos que b, = b,_1 + b,_», onde queremos descobrir a sequéncia
{an+by} ={by_1+by} ={cu}, que é a mesma sequéncia de b,, mas um ano apés. Veja que resolvere-
mos o problema se determinarmos a sequéncia b, = b,_1 +b,_»,com by =1 e by =2.

Essa recorréncia que criamos € uma recorréncia de segunda ordem. Vamos resolvé-la para depois
entender como resolver recorréncias de segunda ordem mais gerais, isso €, recorréncias da forma
an = X1 -ay-1 +X2-ay-2, onde sabemos a; e ap, explicitamente ou ndo. A ideia € transformar em
produtos telescépicos com mesma propor¢ao, isso €, queremos passar um 6 do x; para ficarmos com
an—0-a,_1=(x1—0)-a,_1+x2-a,_» e queremos achar o 0 que mantém a propor¢éo para que seja

interessante fazer uma telescopica, entdo queremos 6 tal que % = x‘x;G, isso é, 02—-x;-0-x =0.
+\/§

Resolvendo a equacdo para a sequéncia da questdo, que é by, — b,_i — b,_» = 0 temos que 6; = 1 o)

e 6, = # Assim, temos que 0;6, =—-1¢e 0;+ 6, =1. Como 0; mantém a propor¢do na equagdo
original, entdo temos b, — 6y -b,,_1 = (1-0y)-b,_1 +-b,_», que, pelas relagdes encontradas, fica b, — 0 -
by_1=0y-b,_1-016,-b,_»=0,(b,_1 — 0 -b,_,). Fazendo o produto telesc6pico, é possivel concluir
que:

bn - 91 'bn—l = 92(bn—1 - 91 'bn—Z)
bp-1—01-by_2=0:(byp_2—01-b,_3)

b3—01-by=0,(by-06,-Dby)
by—6;-b; =0,(b1—06;-by)
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Perceba que ndo temos b na sequéncia, mas se fizermos a sequéncia de forma inversa, temos que
by = b1 + by, isso €, 2 = 1 + by, entdo suponha que by = 1. Ficamos entdo com b,,— 0 -b,_1 = 93’1 (b1 -
01-by) = 95"1(1 -6))= 95"1 (62) = 07, entdo b, — 6 -b,_1 = 65. Analogamente, se substituirmos a raiz

inicial por 6,, temos que b, — 6, -b,_1 = 6], que subtraindo uma da outra fica b, (6,-6,) = 0y -6/,
X . X 6n+1_ n+l » .
isso €, concluimos que b, = W, V neZ7, onde sabemos quem sdo os 0 e 6,. Com isso, de-

terminamos a quantidade de pinguins no ano. Algo interessante é que essa € a famosa sequéncia de
Fibonacci.

Veja que podemos fazer algo andlogo para resolver as recorréncias de maneira mais geral, como
as ap = X1-a,_1 +Xx3-a,_,, basta seguir os seguintes passos:

1-Polinomio caracteristico:

Temos que a recorréncia a, = x| -a,—1 + X3 -a,—» pode ser escrita como a, — X1 - a,—1 —X2 - a3 = 0.
Nosso polindmio caracteristico serd x — x| -x —x, = 0, pelo mesmo motivo do que foi feito na questdo
acima. Também, chame de r| e r; as raizes desse polindmio.

2—-Achar as constantes que resolvem nossa recorréncia:

Seguindo de forma andloga no processo, temos que a, = Cy -} + C; - 17, onde para descobrir as
constantes, basta usar os dois termos iniciais dados na sequéncia. Por exemplo, sendo a; e a; os
termos iniciais, temos que Cy -ri +C- ré =a;e(C -r% +Cy- r% = ay, onde os r’s sdo conhecidos, entdao
temos duas equacdes com duas varidveis de grau 1, bastando resolver o sistema de equagdes para
descobrir as constantes.

Esse processo nos ajuda a resolver praticamente todas as recorréncias lineares de segunda ordem,
exceto em uma coisa. Caso as raizes sejam iguais do polindmio caracteristico, € necessdrio resolver
uma fung@o linear ao invés da constante, isso é, a, = (A +n-B)r". Porém, a maneira para achar A, B é
andlogo ao que € feito no caso anterior, precisando apenas substituir pelos a’s conhecidos, geralmente
a; e ap. Com isso, conseguimos resolver todas as recorréncias lineares de segunda ordem.

Problema 2. Dertemine a quantidade de palavras de n letras formadas apenas por a,b e ¢ tais que
nenhuma palavra tem dois a’s consecutivos.

Solugao. Apesar de parecer um problema que € resolvido com ideias combinatorias, é possivel
transforma-lo em recorréncias. Chame de x, a quantidade de palavras de n letras que terminam em
a, y, a quantidade que termina em b ou c € z, o total de palavras de n letras. Temos que z, = x;, + y;.
Perceba que as palavras contadas em x, tem pendltima letra diferente de a, pela regra do enunciado.
Também, todas as palavras que terminam em b ou ¢ podem tem um a apos elas, logo, € possivel esta-
belecer a bijecao de que x,, = y,,—1. Também, veja que a quantidade de palavras de n letras terminadas
em b ou ¢ podem estabelecer uma relagdo com qualquer outras de n—1 letras, pois ndo temos nenhuma
restri¢do no enunciado. Portanto, 2-z,_1 = y,. Substituindo, temos z,, =y, + V-1 =221 +2-Z5-2, que
¢ uma recorréncia linear de segunda ordem, onde ja sabemos 0s passos para resolver:

1-Polinémio caracteristico:
Temos a recorréncia z,, —2-z,-1 — 2 Zn—2 = 0, cujo polindmio caracteristico é x2—2x—2, e com as

ral’zesk1=1+\/§ek2=1—\/§.

2—-Achar as constantes que resolvem nossa recorréncia:
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Ja sabemos que z, = Cy(1+ \/§)” +Co(1- \/5)”, e precisamos achar as constantes C| e C,. Fa-
zendo casos iniciais, ja sabemos que z; = 3, pois temos apenas a, b e ¢, enquanto z; = 8, pois temos
ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb e cc. Assim, C1(1+v/3) +Cy(1-/3) =3 e C;(4+2v3) +C5(4-2V/3) = 8.
Assim, da segunda equagio, temos que 2[C;(2++/3) +C2(2-+/3)] = 8, fazendo com que Cy(2 +
V/3) +C2(2-+/3)=4. Mas como C;(1++/3)+C,(1-+/3) = 3, podemos subtrair as duas para che-
gar em C; +C, = 1, e assim tendo C, = 1 - Cj. Substituindo, temos C;(1++/3)+(1-C;)(1-v/3) =
2V/3C; +1-+/3=3, entdo C = % = 2\/_%. Logo, C, =1-C; = %.

Dado que descobrimos C; e Cy, nds temos entio que z, = C; (1+1/3)"+Cy(1-1/3)" = (#)(1 +
V3)"+ (%)(1 ~/3)", chegando no resultado.

E interessante observar que o problema buscava uma resposta que envolvesse quantidade de coi-
sas que certamente seriam inteiras, mas nossa resposta deu algo que parece irracional. Tente provar o
porqué da nossa equacao ser inteira, V n € Z7.

Problema 3. Uma sequéncia {a,} é definida por a, =4a,_1 +9, onde a; = 4. Determine a,.

Solucdo. Uma maneira de resolver recorréncias dessa forma € transformando-a em uma recor-
réncia linear de segunda ordem. Para isso, basta ver que a, =4a,-1+9 e a,-1 = 4a,-2 +9, entdo
an—ay,-1 =4a,-1 —4a,_,, fazendo com que a, —5a,-1 +4a,_, = 0. Agora, basta resolver a recorréncia:

1-Polinémio caracteristico:
O polindmio caracteristico é x2 —5x+4 = 0, entdo suas raizes sio kj =4 e kp = 1.

2—Achar as constantes que resolvem nossa recorréncia:
Sendo C; e C; as constantes, temos a, =Cy-4"+C,- 1" =C-4"+(C,. Veja que a; =4, que implica
que ap =4-4+9=25. Logo, temos que a; =4-C1 +Cy =4 e ap = 16-C; +C, =25, entdo subtraindo uma

da outra, temos 12-C; =21, C; = % = %, e substituindo, 7+ C;, =4, fazendo com que C; = -3.

n
Agora que sabemos as constantes e as raizes, temos que a, = % -3=7-4"1-3,
E possivel estabelecer mais relagdes para recorréncias de ordem maior, como por exemplo, como

descobrir o termo geral de uma recorréncia de terceira ordem, mas devido a sua complexidade, ndo
veremos nesse material.

4 Problemas Propostos
Problema 1. A sequéncia 1,2,1,2,2,1,2,2,2,1,2,2,2,2,1,2,... € definida por uma sequéncia de
blocos de 2 separadas por 1’s, onde cada n-ésimo bloco de 2’s tem n dois. Determine a soma dos

2025 primeiros termos.

Problema 2. Uma sequéncia {a, } de inteiros é definida por ap =0 e a,, = 3a,_ + 1. Prove que o
aiss € divisivel por 11.

Problema 3. De quantas maneiras podemos guardar n dominds 2 x 1 em uma caixa 2 xn?
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Problema 4. Determine a,, em termos de n, sabendo que 4a, > = 2a,1 +a,.

Problema 5. Prove que existe pelo menos 8" nimeros de n algarismos sem nenhum bloco de
dois algarismos consecutivos iguais.

Problema 6. (TST Cone Sul/2013) Uma sequéncia de reais a;,a;,as,... étalque a; =1,a,=9¢
an+2 = 14a,.1 —a, —4, para todos inteiros positivos n. Prove que para cada inteiro positivo n
a2

1 *
Trar ¥ an+l VneZ;.

Problema 7. Seja {a,} uma sequéncia de reais com a; =1, a; =2 € a,42 =
Prove que:

1 1 1 21403_4

1+ai+ay + 1+ar+aj Tt 1+a403+aia04 > 21404 -
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